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Presentacion

Durante la semana del 26 al 30 de septiembre de 1994 tuvo lugar, en
la ciudad de Saltillo, Coahuila, el IX Foro Nacional de Estadistica, teniendo
como institucién sede a la Universidad Auténoma de Coahuila. Los traba-
jos que se presentaron en dicho evento abordaron temas muy diversos que
reflejan lo que se esté haciendo, en diferentes lugares del pais, con respecto
al desarrollo y aplicacién de métodos estadisticos.

En estas Memorias se recopilan, en versién resumida, algunos de los
trabajos que se presentaron ya sea como conferencia invitada, o como con-
tribucién libre. Es conveniénte mencionar que la convocatoria para reunir
trabajos para estas Memorias solicit6 explicitamente restimenes extendidos,
¥y no se realizé un arbitraje estricto. El orden en que aparecen los mismos
corresponde al apellido del primer autor.

El Comité Editorial desea agradecer, muy especialmente, a todas las
personas que colaboraron con sus trabajos escritos. También agradece a
Alejandra Macias por la labor tipografica, asi como a Miguel Ancona, Jorge
Argaez, René Castro, Sergio Nava, y Marfa Guadalupe Russell por su re-
visién.

Tambien agradecemos a las diferentes instituciones que brindaron su
apoyo e hicieron posible la realizacién del Foro y la publicacién de estas
Memorias: la Asociacién Mexicana de Estadistica, la Universidad Auténoma
de Coahuila, el Centro de Investigacién en Matemaéticas, el Instituto Tec-
nolégico Auténomo de México, y el Instituto Nacional de Estadistica, Geo-
grafia, e Informaética.

El Comité Editorial

Alejandro Alegria
Miguel Nakamura
Enrique Villa

Agosto de 1995
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Teoria de credibilidad y sus aplicaciones
ALEJANDRO ALEGRIA HERNANDEZ
Instituto Tecnolégico Auténomo de México

Introduccién

.Uno de los problemas mas importantes que se puede plantear una compaiifa de seguros es
determinar la prima que deben pagar sus asegurados. Es un hecho reconocido que al asignar
primas lo mejor que se puede hacer es buscar un valor que se encuentre entre lo que nos dice
la experiencia particular del asegurado y el comportamiento de todo el grupo de asegurados.
Esto se puede justificar de varias formas. Es evidente que una prima de cero, para un
asegurado que no ha tenido reclamos en algtn periodo de tiempo, no es un valor factible
por muchas razones. En el otro extremo, si una persona tuvo un periodo muy desfavorable
(es decir, presenté muchos reclamos), tampoco es una politica adecuada el castigar a esta
persona, con una prima més alta, tomando en cuenta solamente su experiencia particular.
El problema es entonces determinar en qué forma se debe ponderar la informacién que
sobre un asegurado se tiene y la informacién de todo el grupo de asegurados. Esto es, muy
someramente, de lo que trata la Teoria de Credibilidad.

El problema antes mencionado fue inicialmente tratado por Whitney (1918), y més
recientemente por Bithlmann (1967), Goovaerts and Hoogstad (1987), Klugman (1992),
entre otros. En el presente trabajo se exponen los aspectos fundamentales de la Teoria de
Credibilidad, y se hace notar que los métodos bayesianos nos proporcionan la forma més
natural de tratar el problema que nos ocupa.

En la siguiente seccién se plantea de manera més formal el problema de Credibilidad
y se establece la conveniencia de usar métodos bayesianos. En la seccién 3 se presentan
algunos modelos y resultados asociados a éstos. Un ejemplo se presenta en la cuarta seccién,
y finalmente, se dan algunas conclusiones.

El problema de credibilidad

Con el paso de los afios, la palabra Credibilidad ha tenido diferentes significados dependiendo
de las restricciones que se deseen considerar. No obstante, lo que tienen en comtn todos
los métodos que tratan de asignar una tarifa adecuada (con la cual el asegurado minimiza
las consecuencias negativas de algiin percance, y al mismo tiempo, el asegurador puede
cubrir tales contingencias), consiste en el siguiente problema de estimacién: “Basandose en
observaciones de elementos de algiin grupo de interés y en observaciones de miembros de
otros grupos, se desea obtener la distribucién de los reclamos futuros para los elementos
del grupo de interés”. La variable que representa el monto de los reclamos futuros es
claramente una variable aleatoria, e influyen sobre ella una serie de factores, como son las
caracterfsticas individuales del asegurado, las caracteristicas del grupo al cual pertenece el
asegurado, factores externos (casi siempre de tipo econémico), y la naturaleza aleatoria del
evento que puede causar el reclamo.
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Se debe mencionar que en este trabajo no se toman en cuenta variables de tipo econémico,
como por ejemplo la inflacién, asi que, el efecto de tales variables se estudiaria después de
haber realizado el andlisis de credibilidad. Consideremos entonces k grupos de personas
(asegurados) y t observaciones de cada uno de estos grupos. Sea z;; la j-ésima observacién
del grupo i. También supongamos que la distribucién de probabilidad de z;; depende de un
parametro 0;, y que dados los parametros 64, 6s,. .., 0, las observaciones son independien-
tes. En la préctica, las observaciones podrian corresponder a montos reclamados o bien al
nimero de reclamos. Lo que nos interesa conocer es el comportamiento de la variable z; .41,
la siguiente observacién en el grupo 7. En particular es interesante el poder determinar el
valor esperado de z;441, es decir,

E(mi,t+1/t9i) = m(ez)

Un estimador natural para m(6;) es T; = E;-zl zi;/t.
Sea & (x) un estimador de m(6;), en donde x denota el total de las observaciones. El
error cuadratico medio de este estimador es

Exls {[6(x) — m(6:)]*},

cuyo valor depende del pardmetro 6;. Si se cuenta con una distribucién para los pardmetros
01,62, ...,0%, es posible aplicar procedimientos bayesianos, en donde el problema a resolver
sera encontrar § (x) tal que

L(8 (x)) = EgExje{[6 (x) — m(6;)]*},
sea minimo. La solucién a este problema se obtiene ficilmente y estd dada por
6(x) = Egix [m(6s) | x],

que es el valor esperado a posteriori de la cantidad de interés.

Consideremos ahora el siguiente estimador 8¢ (x), el cual establece un compromiso entre
Ziy m = Eg[m(6:)],
5 (x)=2Z;+ (1 — Z) m.

La expresién correspondiente a L(6, (x)) resulta ser
L(6. (x)) = 822/t + (1 — Z)*v,

en donde
s = Egls(g,,)] = Eg[Var(xijI&)], v = Varg[m(ﬂi)].
Al minimizar L(8¢ (x)) con respecto a Z, se obtiene que el minimo se alcanza cuando Z es
igual a
P

v+ (s/t)

Con este valor de Z resulta que

sv/t

L(bc (x)) = BENsynE
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Como v y s son no negativos, L(6c (x)) es menor que el correspondiente valor para § (x) =
T;, el cual es igual a s/t. Apliquemos los resultados anteriores al caso en donde las observa-
ciones se obtienen de un proceso Poisson con pardmetro # y a su vez el pardmetro ¢ sigue
una distribucién Gamma con pardmetros « y 8. En la notacién utilizada esto significa que
m(6) = 6,m = E(0) = af,v = Var(d) = af? s(0) = 0 y s = E(f) = af. El valor éptimo
de Z estd dado por

Z = aff?/(af® + aB/t) = Bt/ (Bt + 1),

por lo que el estimador é¢ (x) estarfa dado por,

Bt _ 1

b0 ()= G5 T B

8.

Usando la metodologia Bayesiana en la situacién anterior resulta que la distribucién a
posteriori, p*(f|x), del pardmetro 6 ests dada por

e—wgz z;
H z;!

asf que, dado x, 6 sigue una distribucién Gamma con pardmetros ¢+ 3. z; y 8/(1 +t8). Si
la funcién de pérdida para estimar el pardmetro 6 es cuadratica, el estimador 6ptimo de 6
resultara ser el valor esperado de la distribucién a posteriori de 6, es decir, (a+3 z;)8/(1 +
t5), el cual puede reescribirse como

g1
Bt+1 0T B+ 1

p*(0|x) o 9ot mi—le—(t+1/ﬁ)0,

0.

Este 1ltimo es uno de los varios casos en donde un estimador bayesiano (con pérdida
cuadratica) y el estimador de credibilidad, 6¢ (x), coinciden.

Desde el punto de vista bayesiano, lo que nos interesa es encontrar la distribucién pre-
dictiva de la variable de interés, es decir, p(z). Esta distribucién ests dada por

pe) = [ ] 0)p'(6 | x) a0

y la prediccién del valor futuro de z, usando pérdida cuadrética, resulta ser E(X). Este
valor esperado se puede expresar de la siguiente forma,

E(X) = EgE,{z|6}.

Al ser E;{z|0} una funcién de 6, el problema que se tiene es entonces encontrar el valor
esperado, a priori o a posteriori, de alguna funcién de 6.

Modelos jerarquicos

Los modelos presentados en la seccién anterior resultan ser muy simples para representar
adecuadamente una realidad. Es por esta razén que ahora se presentardn los llamados
modelos jerarquicos, con los cuales se pretende lograr una mayor generalidad al permitir
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que los pardmetro que definen la distribucién a priori, también sean desconocidos; y por lo
tanto habra que asignar a éstos una distribucién inicial. El modelo jerdrquico considera las
siguientes distribuciones,

f(fL'lG,F), P1(9|#» G)1 P2(M F, G)

En el primer nivel se indica cémo la distribucién de la variable que se observa depende
del pardmetro de interés (6), y de otro pardmetro de ruido (F). El segundo nivel indica
c6mo el pardmetro de interés vara en la poblacién. Finalmente el tercer nivel corresponde
al comportamiento de todos los pardmetros de ruido.

Es usual imponer ciertas restricciones en el modelo anterior, a saber, normalidad y
linealidad en los parametros. Con lo anterior se tiene la siguiente especificacién,

z|0, F ~ N(A0, F), 0|, G ~ N(Bpu,G), polu, F, Q).

Este tipo de modelos fue originalmente introducido por Lindley y Smith (1972), bajo el
nombre de Modelos Lineales Jerarquicos, y han sido aplicados con éxito en varias situaciones.

Un caso particular del modelo anterior, el modelo con un criterio de clasificacién, co-
rresponde al analizado por Bithlmann y Straub (1972) y también por Meyers (1984). En el
primer nivel se cuenta con n; observaciones en cada uno de k grupos. Sea z;; la observacién
j-ésima correspondiente al grupo :. Entonces,

zij|0;, 0 ~ N(8;,0%/Py) , i=1,2,...,k, j=12,...,n,

en donde las N = 3" n; observaciones son condicionalmente independientes dados 6y, 62, .. .,
6 y o%. Las F;; son valores conocidos que son proporcionales a la exposicién que produjo la
observacién. Sea ahora z el vector de observaciones = = (211,12, - - -, Z1ny; T21, - - - , Thng)-
La matriz A en este caso estd dada por

Iy ony -0 Ony
A Ong In, -+~ On,
Onk Onk U lnk

en donde 1,, es un vector m x 1 de unos y 0,, es un vector m X 1 de ceros. La matriz de
covarianzas F es diagonal con elementos o2 / P;j en la diagonal.

El segundo nivel estd dado por
Oilp, 72 ~ N{p,72), i =1,2,...,k
donde #4,09,...,0; son independientes dados u y 72. En términos del modelo lineal
jerarquico basta tomar B = 1, y F = 721, donde I es la matriz idéntica de dimensién k.

Lo que hace el modelo anterior es que a cada uno de los k grupos se les ha asignado un
valor que nos indica qué tan propenso es el grupo 4 a producir pérdida, este valor es 8;.

Usualmente, el tercer nivel queda especificado por alguna distribucién no informativa.

Otros modelos conocidos también son caso particular del modelo lineal jerarquico. Tal
es el caso del modelo con dos criterios de clasificacién, regresién lineal, Filtro de Kalman,
series de tiempo. El problema de graduacién, muy conocido en el émbito actuarial, también
se puede plantear en los términos de un modelo jerarquico.
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Ejemplo

A manera de ejemplo se presentan los siguientes datos correspondientes a los montos recla-
mados por 50 personas. En este caso se tiene k = 10 grupos y n; = 5 observaciones en
cada grupo. Las exposiciones son P;; = 1 para todas las observaciones. Esto dltimo facilita
todos los cdlculos. Se suponen distribuciones normales en los primeros niveles con varianza
en el primer nivel igual a 02 = 100 y varianza en el segundo nivel igual a 7% = 225. El valor
esperado de 6; es igual a u = 100.

i1 32 i3 Ti4 Zi5
124.93 110.67 106.93 104.05 101.60
97.16 89.28 102.88 111.10 105.78
103.57 86.82 92.49 87.99 83.8
119.53 12592 98.05 117.57 94.17
95.68 11043 83.59 110.54 101.51
102.04 93.60 106.12 98.7 108.55
112.71 101.64 106.50 111.71 100.59
119.16 111.54 127.24 115.02 115.06
81.71 90.45 94.51 84.74 88.95
102.51 123.81 113.83 94.97 90.51

©. .00 I O UL W N - e

—
o

Con estos datos resulta que
E(zi|x, Z;) = Z;%; + (1—2;)103.1842
en donde Z; = 5/(546) y 6 = o%/72.
El valor que nos interesa es E(z;[x), el cual se puede expresar como
E(z;|x) = Ez:iE(zi|x, Z;) = E(Z;)Z + (1 — E(Z;))103.1842.

Considerando la transformacién a = 02,8 = 02 /72, se obtiene la distribucién final p(c, § | x),
de donde la distribucién marginal p(6 | x) estd dada por,

p(61%) = [p(@,5]x) da.
0

Para el ejemplo que nos ocupa,

p(a,6|x) 235525 (5+ 5)-4.5 exp { -3382.82 5 (737.703)} ,

20 2a(5+96)

257567 225
p(8]x) o 625 (54 6)74° [1691.41 + %—7—]

= [(225),

asi que,

E(Z|x) =[) 5(5+6)""p(6 | x) d§ = 0.8218,
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Finalmente, el valor esperado de z; es

B(zi|x) = 0.8218 ; + 0.1882 (103.1842) = 0.8218%; + 18.387.

A continuacién se presentan los valores esperados y las varianzas a posteriori de z; para
cada uno de los diez grupos considerados.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E\z:|x) 108.480 101.586 93.117 109.646 100.855 102.048 106.016 115.034 90.271 104.780
V(z:|x) 16075 15.646 17.304 16.304 15.694 15.624 15.737 17.961 18.402 15.645

Conclusiones

La solucién que originalmente se planted, para la determinacién de la prima que un ase-
gurado debe pagar por cierto perfiodo de tiempo, se ha visto substancialmente enriquecida
con la aplicacién de los métodos bayesianos. La distribucién predictiva que se obtiene,
después de incorporar la informacién disponible, nos permite tomar la decisién de cual
debe ser la prima adecuada. No obstante, varios aspectos quedan atin por investigar. En
primer lugar, el utilizar un valor esperado, a posteriori, como el estimador éptimo de la
prima a pagar, supone una funcién de pérdida cuadritica. Valdra la pena investigar qué
implicaciones actuariales tiene el usar otro tipo de funciones de pérdida. Otro aspecto que
dltimamente ha cobrado importancia, es estudiar el efecto que tienen sobre los estimadores,
observaciones consideradas discrepantes (outliers). Autores como Kunsh (1992) y Gisler y
Reinhard (1993), han propuesto el uso de estimadores robustos. En el problema de Credi-
bilidad también es importante incluir, desde un principio, variables de tipo econdmico. En
este caso, los modelos econométricos pueden ser de gran utilidad.
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Una aplicacién de la estadistica en el drea de genética forestal
ALEJANDRO ARMAS
Laboratorio de Investigacién y Asesoria Estadistica, Facultad de Estadfstica, Universidad
Veracruzana

Introduccién

Se presenta un anélisis de la variabilidad en el crecimiento de las progenies de 43 familias
ubicadas en un érea semillera de Pinus Patula. Este procedimiento se basa en la técnica
de Componentes de la Varianza, y usa como datos los registros mensuales de didmetro y
altura.

En México, son contados los estudios de progenies realizados a las dreas semilleras, por
lo que el grado de mejoramiento genético obtenido de éstas es poco conocido.

Actualmente se han disefiado programas de mejoramiento genético de bosques, en los
cuales la estadistica, a través de su metodologia, ha permitido obtener resultados satis-
factorios en beneficio del 4rea forestal. Componentes de la varianza, anslisis de varianza,
anélisis de regresion, correlacién lineal, y algunas técnicas multivariadas forman parte de la
metodologia estadistica que se utiliza en la solucién de problemas en esta area.

En este estudio se persigue analizar los datos de crecimiento de 43 familias de Pinus
Patula de un 4rea semillera ubicada en el ejido Ingenio El Rosario, Municipio de Xico,
Ver., los cuales fueron obtenidos por la bibloga Virginia Rebolledo. Se pretende evaluar y
comparar la variabilidad y crecimiento de la progenie de 43 familias.

Materiales y métodos

La semilla empleada en estd investigacién fue colectada de 43 arboles ubicados dentro del
drea semillera en estudio, de la siguiente manera: 16 arboles de la zona central, 9 drboles
de la zona de proteccién y 18 drboles de la zona periférica.

A cada arbol se le denomina familia, por lo que en total se tienen 43 familias. En cada
zona los drboles seleccionados fueron elegidos por presentar en ese momento una buena
produccién de conos de donde se obtuvieron las semillas. La colecta de estos conos se
realiz6 con la ayuda de equipo adecuado para trepar arboles y con garrochas para cortar
los conos. Posteriormente se procedié al beneficio de la semilla, esto abarca desde el colocar
los conos al sol para que desprendan la semilla, recoger y cuidar de no revolver la semilla de
cada 4rbol, hasta que finalmente se le quita el ala y se limpia de basuras; todo este proceso
se realizé en el Banco Central de Germoplasma Forestal ubicado en Los Molinos, municipio
de Perote, Ver.

Una vez obtenida la semilla se trasladé a las instalaciones del Centro de Genética Forestal
en Jalapa Ver., para su evaluacién.
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Metodologia estadistica

Los datos fueron capturados en los paquetes estadisticos SOLO y SYSTAT, posteriormente
se realizé un andlisis preliminar, en el cual en primera instancia se obtuvieron graficas de
cajas y alainbres, las cuales permitieron hacer un estudio visual y répido de la forma de la
distribucién de los datos. Asimismo estas graficas permitieron obtener informacién general
sobre simetria y dispersién en las diferentes partes de la escala de los datos dividida por los
cuartiles. Cabe mencionar que al hacer uso de est4s graficas se pudieron detectar algunos
valores extremos, los cuales fueron estudiados con detalle. Posteriormente se llevé a cabo un
anélisis descriptivo, para lo cual se obtuvieron las medias y desviaciones estdndar mensuales
para cada familia evaluando la altura y el didmetro, a fin de elaborar una tabla de medias
que mostrara el crecimiento mensual.

Con el objetivo de verificar la similaridad que existe entre grupos de familias en cuanto
a sus caracteristicas fisicas de crecimiento como los son la altura y el didmetro, se realiza-
ron varios anélisis cluster o de agrupamiento, utilizando diferentes métodos, tales como el
método del vecino més cercano, el método del vecino més lejano y el método del centroide,
usando como distancia la euclidiana. El propésito general de este anélisis fue encontrar el
“agrupamiento natural” de objetos o individuos similares. Estos resultados no se incluyen
aqui por razones de espacio, pero aparecen en Armas (1995).

Modelo de Componentes de la Varianza para el caso de una variable de
clasificacién

Se presenta como uno de los modelos més sencillos del modelo de regresién Lineal en dos
niveles, y se utiliza en la etapa exploratoria inicial para estimar el coeficiente de correlacién
intraclase, y con esto saber si existe evidencia de heterogeneidad entre los grupos (Bryk y
Raudenbush, 1992; Ojeda, 1993). Este modelo es, quiz4, el modelo jerarquico més conocido
y que més aplicaciones tiene asociadas. Podemos mencionar su gran utilidad en genética
(Henderson, 1986), en fases de inferencia analitica en muestreo (Ojeda, 1992), en aplica-
ciones a control de calidad (Montgomery, 1992) y en estudios educativos (Aitkin y Logford,
1986).

En este modelo las ecuaciones en forma’escalar se establecen como sigue:

Modelos al nivel 1 :
Yaj=ﬂm+£;3, 7= 1,2,...,9; j=1’2’_)“,ng

Modelos al nivel 2 :
Boi = Bo + U

Asociados a estos modelos se tienen las siguientes suposiciones:

E(&;)=0 Var (&;) = o?
Cov(&,&) =0 parai#jyloj#j
E (Uz) =0 Var(Ui) = O'g

Cov (U;,Uj) =0 parai##j
Cov (&,U;) =0 para cualquiera i, j.
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Para este modelo se toma como parimetros en el primer nivel, las medias dentro de las
unidades correspondientes al nivel 2. Como pardmetro del segundo nivel se toma la media
general de todas las unidades.

Resultados

Se usé el modelo presentado, el cual se ajusté. La hipétesis a probar es:

H,: (7; =0 H,: No hay variabilidad entre las 43 familias
H,:05>0 H,: Sihay variabilidad entre las 43 familias

Después se procedié a realizar el anilisis de heterogeneidad entre las familias, el cual se
llevé acabo a través del paquete estadistico ML3 (Proser et al., 1990), por medio del cual
se obtuvieron los coeficientes de correlacién intra-clase g, que se define como:

~2

9

52 + 52
05 +0;

p‘ =
donde

ag: Representa a la variabilidad que existe entre las familias.
s

Representa a la variabilidad que existe entre los arboles.
Los resultados se presentan a continuacién en las Tablas 1,2,3 y 4.

Variable Didmetro Variable Altura

Mes 0'3 62 D Mes ag 62 D
1.39200 .64300 0.3787 1 .0421 .0833 0.3400
2 48100 .54800 0.4674 2 .0963 .3569 0.2126
3 .00008 .00006 0.5714 3 .1570 .2470 0.3886
4 .00008 .00016 0.3333 4 .3510 .5870 0.2905
5 .00009 -00024 0.2727 5 .6230 1.039 0.3748
6 .00012 .00027 0.3077 6 1.035 1.774 0.3684
7 .00010 .00025 0.2857 7 1.327 2.181 0.3783
8 .00011 .00026 0.2973 8 1.706 2.303 0.4255
9 .00008 .00045 0.1509 9 2.997 3.414 0.4674

Tabla 1. Componentes de varianza y correlacién intraclase estimados para las 43 fami-
lias.

Dada la teoria que justifica ésta técnica y tomando como base un criterio heuristico, si
p > .10 se puede decir que al menos hay una familia que no es igual que las demés en el
tiempo dado y para la variable dada. Asitambién el p es un estadistico que permite describir
la importancia relativa de las diferencias entre familias con respecto a las diferencias entre
individuos, en este caso en particular entre los pinos.



14 Memorias del IX-Foro Nacional de Estadistica

Cabe mencionar también que cuando la variabilidad entre familias es muy pequefia en
relacion a la variabilidad dentro de las familias el g =~ 0. También se realizé este andlisis
para las zonas central, proteccién y periférica.

Variable Didmetro

Variable Altura

Mes 0'3 2 P Mes ag 62 P
1.00003 .00007 0.3000 1 .0318 .0759 0.2952
2 .00005 .00005 0.5000 2 .0823 .1340 0.3805
3 .00012 .00003 0.8000 3 .1650 .2850 0.3666
4.00013 .00014 0.4814 4 .2410 .5030 0.3239
5 .00013 -00028 0.3171 5 .3770 .9730 0.2792
6 .00014 .00028 0.3555 6 .4100 1.697 0.1945
7 .00014 .00028 0.3333 7 .3800 2.146 0.1504
8 .00006 .00026 0.1875 8 .2780 2.369 0.1050
9 .00009 .00052 0.1475 9 .4610 3.493 0.1166

Tabla 2. Componentes de varianza y correlacién intraclase estimados para las familias

que delimitan la zona central.

Variable Didmetro

Variable Altura

Meso? 82 p Mes o2 &2 P
1 .00005 .00007 0.4166 1 .03040 .08990 0.2527
2 .00006 .00006 0.5000 2 .04990 .12900 0.2789
3.00004 .00006 0.4000 3 .11500 .22800 0.3353
400004 .00017 0.1904 4 .28600 .72000 0.2843
5.00009 -00023 0.2812 5 .28600 .72000 0.2843
6 .00009 .00026 0.2571 6 1.0070 1.9610 0.3393
7.00008 .00023 0.2580 7 1.3770 2.3750 0.3670
8.00008 .00026 0.2352 8 1.9000 2.4030 0.4415
9 .00008 .00040 0.1666 9 2.7820 3.5580 0.4388

Tabla 3. Componentes de varianza y correlacién intraclase estimados para las familias

que delimitan la zona de proteccién.

Variable Didmetro

Variable Altura

Mes 0'3 &2 P Mes 0'3 62 P
1.00005 .00007 0.4166 1 .0304 .0899 0.2527
2 .00006-.00006 0.5000 2 .0499 .1290 0.2789
3 .00004 .00006 0.4000 3 .1150 .2280 .3353
4 .00004 .00017 0.1904 4 .2860 .7200 0.2843
5.00009 -00023 0.2813 5 .2860 .7200 0.2843
6 .00009 .00027 0.2500 6 1.007 1.961 0.3393
7 .00008 .00023 0.2580 7 1.377 2.375 0.3670
8 .00008 .00028 0.2222 8 1.900 2.403 0.4415
9 .00008 .00040 0.1666 9 2.782 3.558 0.4388

Tabla 4. Componentes de varianza y correlacién intraclase estimados para las familias

que delimitan la zona periférica.
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Conclusiones

Al evaluar el crecimiento de la altura y didmetro de las 43 familias se observé que:

Los pinos que conforman la zona central no presentan un comportamiento homogéneo
en su crecimiento de altura y didmetro, sucediendo lo mismo con los pinos que conforman
la zona periférica. En cada zona al menos existe una familia cuyo crecimiento de altura
y didmetro no es igual al de los deméds durante los nueve meses de evaluacién. Cabe
mencionar que al evaluar el didmetro, el mes en el que se presenté la mayor variabilidad
entre las familias fue el tercero y que al evaluar la altura fue el noveno.

Al aplicar la técnica de Componentes de la Varianza para cada una de las zonas, se
observé que para la zona central al evaluar el didmetro, el mes en el que se presenté mayor
variabilidad entre familias fue el tercero y al evaluar la altura fue en el segundo. Para la
zona periférica al evaluar el didmetro, el mes en el que se presenté mayor variabilidad entre
las familias fue en el segundo y al evaluar la altura fue el octavo.
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Modificaciones en la construccién de las cartas de control p y np para
reducir la frecuencia de falsas alarmas
OsvALDO CAMACHO CASTILLO & HUMBERTO GUTIERREZ PULIDO
Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierfa, Universidad de Guadalajara

Introduccién

En las cartas de control de Shewhart es usual aplicar ocho pruebas para detectar cambios
especiales (Nelson, 1984). En Camacho y Gutiérrez (1994 y 1995) se demuestra que no es
del todo correcto aplicarlas a las cartas p y np, ya que éstas generan una mayor cantidad
de falsas alarmas que las que se esperaran bajo el supuesto de normalidad (ver tabla 1
y figura 1). Lo anterior, como se documenta en Camacho y Gutiérrez (1994 y 1995),
contradice a afirmaciones que sobre la aplicacién de estas pruebas en cartas p y np se
hacen en algunas referencias cldsicas del control de calidad (ver por ejemplo Besterfield,
1990; Western Electric, 1958; y Nelson, 1984) y también cuestiona las omisiones o falta
de recomendaciones que sobre el particular se da en otros textos cldsicos (ver por ejemplo
Montgomery, 1991).

Prevenir el exceso de falsas alarmas en la aplicacién de las cartas de control es un aspecto
importante, ya que no hacerlo lleva a que el practicante de control de calidad declare con
mayor frecuencia que el proceso estuvo fuera de control estadistico, cuando en realidad no
fue asi.

En este trabajo se presentan modificaciones en la construccién de las carta p y np,
mediante las cuales se logra reducir la cantidad de falsas alarmas cuando se aplican las
pruebas estandar a tales cartas. Tales modificaciones conservan la sencillez de la carta, por
lo que se considera que es una alternativa facil de llevar a la préctica.

Las ocho pruebas estandar que se aplican a las cartas de Shewhart son las siguientes
(Gutiérrez, 1992):

Prueba 1. Un punto fuera de los limites de control.
Prueba 2. Dos de tres puntos consecutivos en la zona A.

Prueba 3. Cuatro de cinco puntos consecutivos en la zona B o més alld, sin
salirse de los limites de control.

Prueba 4. Ocho puntos consecutivos de un sélo lado de la linea central, sin
salirse de los limites de control.

Prueba 5. Seis puntos consecutivos en aumento (o en disminucién).
Prueba 6. Catorce puntos consecutivos alternando entre altos y bajos.

Prueba 7. Ocho puntos consecutivos a ambos lados de la linea central con
ninguno en la zona C.

Prueba 8. Quince puntos consecutivos en la zona C, arriba o abajo de la linea
central.
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Estas pruebas se derivan a partir del supuesto de normalidad e independencia de los
datos generados por el proceso (Western Electric, 1958).

Modificacion en la construccion de las cartas p y np

Los limites de control de la carta p se calculan tipicamente de la siguiente manera:

LCS=5+31/p—Ln_p) y L01=5—3,/p———(1;p),

y los limites de la carta np estdn dados por

LCS =np+3y/np(1 —p) y LCI = np — 3/np(1 — ).

Nuestra propuesta consiste en modificar ligeramente la obtencién de los limites de control
de las cartas p y np, dejando igual la linea central.

Proponemos que en la carta np se calcule el limite de control superior de la siguiente
manera:

LCS* = EM[LCS],

donde FE M |z] es la funcién mayor entero o igual que z, y LCS es el limite de control superior
tipico de la carta np. Asf para calcular el LC'S* lo que se hace es calcular el LCS tipico y
a éste se le aplica la funcién mayor entero o igual; por ejemplo si LCS = 17.872, entonces
LCS* = EM[17.872) = 18. Si el limite superior tipico para una carta np es un entero,
entonces éste coincide con el limite de control modificado, LCS*. La linea central se calcula
de la forma tradicional, y el limite de control inferior modificado (LCI*) se obtiene de la
siguiente manera:

LCT* = np — 3%,

donde S* se obtiene al dividir entre tres la distancia entre la linea central y el LCS*, es
decir,
S* = (LCS* — np)/3.

De esta manera las zonas de la carta de control tendran una amplitud igual a S*.

Los limites de control para una carta p, se calculan de la misma manera, dividiendo
entre el tamafo de muestra a los limite de la carta np. De aqui que el limite de control
superior modificado (LCS') para una carta p est4 dado por:

LCS' = LCS*/n.

La linea central es la media muestral de p y el limite de control inferior modificado (LCT')
estd dado por
LCTI' = LCI*/n.

Para evaluar la viabilidad de la modificacién se calculé la significancia de las ocho pruebas
para 2000 cartas de control diferentes, tanto las tipicas como las modificadas, con p = 0.001,
0.002, 0.005, 0.01, 0.015, 0.02, 0.025, 0.03, 0.035, 0.04, 0.05, 0.06, 0.08, 0.1, 0.13, 0.15, 0.16,
0.19, 0.2, 0.22, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, y 0.5; y todos los enteros n entre 10 y 500, con la
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Figura 1: La prueba 1 en el lado superior de las cartas. La linea vertical punteada se ubica en la
significancia bajo normalidad.
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cota superior para np < 20. De los np obtenidos entre 0 y 1 sélo se evalué una muestra
aleatoria de 40. La significancia de las pruebas 5 y 6 se calcul6 por el método Monte Carlo,
y dado que éstas no se ven afectadas por el cambio no hay necesidad de analizarlas en las
cartas modificadas.

Conclusiones

La sintesis de los resultados obtenidos se muestran en la tabla y figura 1, de donde se puede
concluir que:

1. Aplicar las ocho pruebas a las cartas p y np lleva a tener para ciertos valores de np,
tanto pequefios como grandes, una mayor frecuencia de falsas alarmas que bajo el supuesto
de normalidad. Sobre todo en las pruebas 1 y 2 del lado superior, con ciertas combinaciones
de np < 10, y cuando se aplica la prueba 3, 4 y 8 para todo valor de np (en combinaciones
especificas). En los casos descritos antes, a medida que np es més pequeflo el riesgo se
incrementa.

2. Con la modificacién propuesta se reduce el riesgo de falsas alarmas en las més de
las pruebas, exceptuando la ocho donde ocurre lo contrario. La prueba, cuatro se hace maés
confiable si en lugar de considerar ocho puntos consecutivos de un solo lado de la linea
central se consideran nueve.

3. En particular, en la figura 1 se comparan la distribucién de frecuencia de las sig-
nificancias para la prueba 1 del lado superior aplicada a la carta p tipica y a la carta p
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modificada, con lo que se aprecia las ventajas de ésta Gltima. Que aunque generalmente es
un poco més conservadora que bajo normalidad (ver linea punteada en figura 1), esto se ve
compensado por una mayor potencia de la prueba en la carta p que en la carta de medias,
y por una mejor proteccién contra las falsas alarmas.

4. Como se demuestra en Camacho y Gutiérrez (1994 y 1995) seguir aplicando algunas
o varias de las ocho pruebas a las cartas p tipicas lleva a tener una mayor posibilidad de
riesgo de falsas alarmas, agudizdndose lo anterior debido a que muchas de las cartas p
que se usan en la actualidad tienen valores de n y p pequefios. Por lo que, o se evalia
la significancia especifica de cada carta y se busca un valor adecuado de n, o se opta por
medidas generales que reduzcan el error tipo I. Nuestra propuesta se orienta en el dltimo
sentido, con resultados satisfactorios como se muestra en la tabla y figura 1.
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Tabla 1: Significancias de las 8 pruebas. CI y CS cuartil inferior y superior. Resultados de 2000
valores de np entre 0 y 20.

Lado de la carta | Significancia bajo distri- | Significancia en cartas p ynp | Significanciaen cartas p y np
Prueba bucién normal N modificadas
0.00135 O =4.36766E-3 O =4.74281E-4
Superior S =4.14322E-3 S =4.62582E-4
CI=2.32401E-3 Cl= 1.9121E-4
1 CS=5.18214E-3 CS=5.87E-4
0.00135 O =1.42037E4 O =5.93753E-5
Inferior S =2.66915E-4 S=131221E4
Cl=0 Cl=0
CS=1.9158E4 CS=5.196E-5
0.001075 O, =2.62586E-3 o =1.70205E-3
Superior S = 2.66628E-3 S=1.54724E3 ~
CI=1.15372E-3 CI=7.8167E-4
2 CS= 3.22299E-3 CS=2.12647E-3
0.001075 O, =4.78194E-4 o, =2.357E4
Inferior S =6.13491E4 S=3.85112E-4
Cl=0 CI=0
CS=8.0476E-4 CS=3.4156E-4
0.0027 O =3.06442E-3 O =1.98874E-3
Superior S =3.03198E-3 S =1.87155E-3
3 Cl= 1.18787E-3 CI= 6.9466E-4
CS= 4.20799E-3 CS=2.85938E-3
0.0027 O =5.65633E-3 O =2.62508E-3
Inferior S = 8.62424E-3 S =4.18724E-3
Cl= 1.2844E-3 Cl=5.4355E-4
CS= 5.86092E-3 CS=3.11966E-3
0.003822 0, =147611E-3 O = 1.59908E-3
Superior S = 1.68029E-3 S = 1.80334E-3
4 Cl=2.1484E-4 Cl=2.6762E4
CS=2.19284E-3 CS=2.34172E-3
0.003822 o =0.0112063 o =0.0102149
Inferior S =0.0599405 S =0.0518734
CI= 1.09681E-3 ClI=1.13658E-3
CS= 6.01864E-3 CS= 6.09204E-3
5 Toda la A& =0.000335 O =2.64151E-5 S =5.71744E-5
_ carta CI=0 CS=0
6c Toda la Q& =0.00253 O =1.00863E-3 S=7.77592E-4
carta CI=4E-4 CS=14E-3
0.000103 O =4.50695E-4 O =8.21919E-5
7 Toda la S =2.084E-3 S =1.5522E4
carta Cl=3.746E-5 CI= 1.338E-5
CS=3.5988E-4 CS=7.535E-5
0.003254 o =0.0110611 o = 0.0259902
8 Toda la S =0.0539998 S = 0.0822885
carta CI=9.5054E-4 Cl= 2.14314E-3
CS= 7.28966E-3 CS= 8.48143E-3
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La comparacién de varios promedios con el promedio general
ALBERTO CASTILLO MORALES
Colegio de Postgraduados

Introducciéon

En aplicaciones hacia la industria puede ser mas ficil de interpretar la comparacién de cada
marca con el promedio general que las comparaciones directas entre marcas. Esto ocurre
cuando se desea conocer la situacién de una marca en relacién con el promedio del mercado.

Se dispone de una muestra aleatoria independiente de tamafio n; de cada una de k
marcas: X;;; ) = 1,...,n4, ¢ = 1,...,k. El planteamiento corresponde a un disefio com-
pletamente al azar con diferente niimero de repeticiones. Suponiendo normalidad e igual
varianza las X;; se distribuyen normal con media y;, varianza o2 y son independientes.
Notacién

Se usaré la letra Y con los subindices apropiados para denotar los promedios correspon-
dientes de la variable X, con la notacién usual de puntos para representar sumas sobre los
subindices. Con respecto a los pardmetros, para la media general se usard u para la media
sin ponderar y f, para la media ponderada por los tamafios de muestra. Tanto para los
estimadores como para los pardmetros, cuando se obtenga el promedio sobre los valores que
quedan después de quitar lo correspondientes a la marca o al subindice ¢, se denota por el

subindice (—%) que se coloca después del punto que indica sobre que subindice se sumé, por
ejemplo:

k
-y =Y pn/ (k—1)
heti

es la media sin incluir la marca 3.

Soluciones directas

La comparacién que interesa al usuario se basa en la diferencia
Y, Y. (1)

Se puede construir una prueba de t para la diferencia, pero debe notarse que la media
(Esperanza) de Y;, —~ Y, es

k
n —n; 1
E(Y: —Y.) =t — pp = - = npin.
n n, ~
: h#1i
La sutileza radica en que la esperanza de la diferencia se refiere al promedio ponderado de
las medias; no coincide con lo que se intentaba en el inicio, esto es, en comparar p; con



24 Memorias del IX Foro Nacional de Estadistica

1 . Para comparar una media contra las demds, desde el principio se puede plantear el
contraste

k
(n.—m)Yi = > npYs .
hi
Este contraste da una idea muy clara de la hipétesis que se prueba. Se compara la media y;
con el promedio ponderado de las demés medias, dando mayor peso a aquellas con mayor
tamafio de muestra.

En cada problema se debe analizar si es conveniente usar la media ponderada por los
tamafos de muestra o no. Cuando interesa comparar medias de marca con la media general
en el mercado, se debe ver si los tamafios. de muestra de las marcas son proporcionales a su
porcién de mercado. Si son proporcionales, la ponderacién permite una visién mas realista
del comportamiento del mercado.

En el caso de que los tamafios de muestra no sean proporcionales a la porcién de mercado
de cada marca, ni siquiera de manera aproximada, la ponderacién no es apropiada y conviene
utilizar una ecuacién que relacione a los promedios muestrales de manera que su esperanza
sea pu; — p; ¢t =1,...,k. Una eleccién que cumple con la condicién deseada es la diferencia

Yo =Y (2)
ya que

, k
E(Yi. = Y(—4)) = pi — (i) = pi — E—1 D -
i

La diferencia de la comparacién en (2) con la que se plantea en (1) consiste en que en (2)
se compara u; con la media sin ponderar de los promedios de las marcas restantes.

Nétese que en el caso de que los tamafios de muestra sean iguales, se obtiene el mismo
resultado con ambos esquemas, sélo se debe observar que tanto el numerador como el
denominador de la ¢ en el segundo caso estdn multiplicadas por (k — 1) /k.

La prueba de verosimilitud

Definiendo los espacios paramétricos

Q={—00o< p; <+400; i=1,...,k 0<o? < +oo0}

k
Qo ={—00< s < +00; i =1,..,k, 0<0? < +00; p; = (Znh,uh)/(n, —-n;)},
hti

se puede obtener la relacién de verosimilitud al dividir el mdximo de la verosimilitud para
Qo sobre el maximo para 2. La verosimilitud estd dada por la densidad conjunta de las
observaciones.
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La maximizacién sobre §2 sigue el camino usual y produce la SCE, esto es, el numerador
del estimador de la varianza sin restricciones. La maximizacién con la restriccién dada por
la hipétesis nula en Qp produce SCEy = n.n;(¥;. — Y.)?/(n. — n;).

Haciendo los cambios usuales para llegar a un anélisis de varianza, se obtiene la relacién
F, = [nn(Y;. = Y.)?/(n. — )] /CME,
con 1 yn, —k grados de libertad.

Conviene presentar la esperanza del estimador de varianza bajo la hipétesis nula:

|k
E(SCEp) = a9 + (i — m—— > nppn)?.
: hi

Analisis de varianza y pruebas simultaneas de Scheffe y Bon-
ferroni

La hipétesis nula conjunta p; = Zﬁ?gi nppn /(n. —ny); = 1,..., k, coincide con la hipdtesis
nula de igualdad de medias. Dicho de otra manera, las k comparaciones de media de marca
con la media general ponderada por los tamafios de muestra, tienen el mismo rango que
la hipétesis de igualdad de medias y que el espacio de los pardmetros p;; ¢ = 1,...,k. La
prueba es equivalente a la que se hace con el anlisis de varianza para igualdad de medias
de marcas.

Para conocer la situacién de cada una de las k marcas con relacién al promedio general,
se puede utilizar el método de Scheffé. Para revisar cada una de las marcas, en el caso (1)
se compara la diferencia de cada media y el promedio general ¥;, — Y., con el valor dado por
la ecuacién de Scheffe:

{(k = 1)Fak—1,n-sCME(n, — n;)/ (n.ns)}/2.

Si se desea utilizar la media general sin ponderar por el tamafio de muestra (2), para la
marca i se compara Y;, — Y{_;) con el valor correspondiente de Scheffe:

1 1 LA 2
k—1)Fpr17CME |-+ ——-5"—
{( ) Jk—1n.—k (ni (k—1)2 Znh)}

El procedimiento de Bonferroni tiene la ventaja de ser muy féicil de usar, dando una buena
aproximacién a la significacién general cuando a es pequeno. Todo lo que debe hacerse es
cambiar el valor tabulado para las t que se construyeron en la primera seccién a partir de
las diferencias (1) y (2), y hacer las comparaciones para cada una de las marcas usando
a/[2(k — 1)] en lugar de /2.

Pruebas simultaneas. Una propuesta especifica.

Si W' = (Wy, ..., W,,) tiene distribucién normal multivariada con media cero y matriz de
varianzas y covarianzas o2R, donde R es la matriz de correlaciones y tiene inverso, y si
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gCME/c? es una x? con g grados de libertad independiente de W, el vector dado por
T' = (t1,...,tm), donde t; = W; CME~1/2; 4 = 1,...,m, tiene como funcién de densidad a

F(T) = (gm)~*/D((m + g) /21{T'(9/2)} " {det R} "Y/*(1 + T'R™'T/g}~(m+e)/2,

En el caso de comparawciones usando la media ponderada por los tamafios de muestra,
se tienen k — 1 comparaciones con la media general que producen la matriz R no singular
con elementos

n n _ o
pij = —{(—n_, - l)(;; - 1)} 1/2 ; para i # j.
Sin; =nparai=1,..,k, los valores de las correlaciones se reducen a p;; = —(k — 1)L

La distribucién estd tabulada para el caso de tamafios de muestra iguales y matriz
R = I, que corresponde a la prueba honesta de Tukey.

La prueba de Dunnett para comparar tratamientos con un testigo produce
o no - . .
pii = (= +1)(—=+1)7"%; parai #j.
g nj
Sus tablas se refieren al caso de igual tamafio de muestra, con p;; = 1/2.

La distribucién que ocurre en las comparaciones de promedio de marca con el promedio
general, es diferente de las tabuladas. Para construir una prueba que mejore a los métodos
de Scheffe y de Bonferroni se debe elaborar la tabla, por lo menos para tamafios de muestra
iguales, dando después, si es posible, lineamientos para los casos donde los tamafios de
muestra son diferentes.

Referencias

Milier, R. G. Jr., Simultaneous Statistical Inference, McGraw-Hill, New York.



Andlisis exploratorio de la infertibilidad en México
MA. DE LoURDEs DE LA FUENTE & TATIANA FERNANDEZ-NARANJO
Instituto Tecnolégico-Auténomo de México

Durante los ltimos 15 afios se han logrado grandes avances en el estudio de la infertilidad.
Estos avances se refieren al conocimiento de los mecanismos que intervienen en el proceso
de reproduccién, tanto en personas normales, como en aquellas en estado patolégico. Sin
embargo, alin no se cuenta con una visién lo suficientemente completa que permita el desa-
rrollo de nuevas y mejores técnicas para el diagndstico y tratamiento de este padecimiento.
Este trabajo tiene por objeto describir ciertas caracteristicas de la poblacién de parejas con
problemas de infertilidad en México. El propésito es caracterizar esta poblacién, identifi-
cando los rasgos comunes de las parejas y explorando las posibles relaciones de éstos con
las causas que provocan el trastorno. Los datos analizados en este estudio provienen de los
archivos actual y muerto de casos estudiados por un especialista en endocrinologia de la
reproduccién en México. Se cuenta con un total de 309 expedientes.

La infertilidad debe entenderse como un padecimiento relativo al tiempo y a la pareja,
esto es, no debe ser considerado un término absoluto-individual. La Sociedad Estadounidense
para la Fertilidad la define como “un matrimonio debe considerarse infecundo cuando no
ha ocurrido el embarazo después de un afio de coito sin contracepcién”. Son diversas las
causas tanto psicolégicas como fisiolégicas que provocan este trastorno, dentro de las causas
fisiolégicas se tiene a la anovulacién, la endometriosis, el factor masculino, el factor tubo-
peritoneal, el factor uterino y la interaccién moco cervical espermatozoide. Estas causas
pueden incidir de manera aislada o en conjunto, por lo que un estudio integral y global de
la pareja es recomendable. Por su naturaleza la infertilidad puede ser primaria, cuando no
existe evidencia de fertilidad previa, o secundaria, cuando hay fertilidad previa comprobada.
Son varios los tratamientos que se han desarrollado con el fin de remover la condicién de
infertilidad en la pareja, siendo el més comin el de la “induccién de ovulacién”.

La seleccién de las caracteristicas de interés se sujeto al juicio y sugerencia del espe-
cialista, resultando en tres grupos: datos correspondientes.a la mujer, datos al hombre y a
la pareja. Para la mujer la edad, el peso conjuntamente con la estatura, y la condicién de
fumadora o no-furnadora fueron estudiadas. Para el hombre la edad y ocupacién, medida en
grados de exposicién al riesgo. En tanto para la pareja el tipo, tiempo y causa de infertili-
dad, la frecuencia de relaciones sexuales, al mes, si se indujo o no la ovulacién, si hubo o no
embarazo, y, en caso de haberlo, si llegé éste al término del periodo gestacional, algunos re-
sultados de interés son los siguientes: La clasificacién y codificacién de estas caracteristicas
se presentan en la siguiente tabla.
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Caracteristica Clasificacién (variable) | Codificacion
[ MUJER | Edad Cuantitativa Discreta | (0,...,19,20)
Peso+estatura Cualitativa ordinal Bajo peso 1-
En peso 0
Sobre peso 1+
Fuma Cualitativa Nominal No fuma 0
Fuma 1
[ HOMBRE | Edad Cuantitativa Discreta | (0,...,19,20)
Ocupacién Cualitativa Ordinal Riesgo=F(Estrés, Ca-
lor, Activ. sedenta-
ria, subst. quimicas)
Bajo 1
Medio 2.3
Alto 4
PAREJA | Frecuencia de Cuantitativa Continua | R*
relaciones sexuales
al mes ‘
Tipo de infertilidad Cualitativa Nominal Primaria 1
Secundaria 2
Tiempo de infertilidad | Cualitativa Continua | R
Causa (1) Cualitativa Nominal En estudio 0
Simple 1
Muiltiple 2
Causa (2) Cualitativa Nominal Simple 1,....6
Doble 12, 13....,56
Séxtuple 123456
Induccién Cualitativa Nominal No Induccién 0
Si Induccién 1
Embarazo Cualitativa Nominal No embarazo 0
Si embarazo 1
# Embarazo Cuantitativa Discreta | (0,1,2,3)
# Embarazo al término | Cuantitativa Discreta | (0,1,2,3)

Los resultados del anilisis univariado de las caracteristicas permitieron establecer un
perfill para la mujer, el hombre y la pareja infértil.

El perfil de la mujer infértil resulté:

(i) | Edad grupo quinquenal: 25-29 | ahos
Puntualmente afos

(ii) | Peso+Estatura | sobre peso

(iii) | Fuma no fumadora

El perfil del hombre infértil resulté:

1 os rasgos que determinan dicho perfil resultan ser los valores modales de cada una de las caracteristicas

estudiadas.
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(i) | Edad

Grupo quinquenal: 30-34 | afios
Puntualmente: 32 afos

(ii) | Ocupacién | riesgo medio

El perfil de la pareja infértil resulté:

(1) Frecuencia de 5-10 veces
Relaciones sexuales
al mes
(ii) | Tiempo de Infertilidad | 0-2 afios
(iii) | Tipo de Infertilidad Primaria
(iv) | Causa (1) Simple
(v} | Causa Simple Anovulacién
(vi) | Induccién Si
(vii) | Embarazo No

El anélisis bivariado de las caracteristicas permitié establecer relaciones interesantes
entre algunos de los rasgos estudiados y la causa y tipo de infertilidad. Adicionalmente,
se obtuvieron resultados al relacionar la edad de la mujer con su peso o la induccién de
embarazo con la incidencia de éste. La variable causa se cruz con las variables de edad
(mujer y hombre), peso, fuma y tipo de infertilidad, obteniendo los siguientes resultados.
La causa modal por grupo quinquenal de edad fue anovulacién, salvo para las mujeres entre
35 - 39 afios, para las cuales el factor tubo-peritoneal resulté ser la causa modal. Con
respecto al peso, las mujeres en bajo peso presentaron anovulacién y endometriosis con
mayor frecuencia, en tanto que aquellas en sobrepeso lo hicieron con factor tubo-peritoneal.
Cabe agregar en este punto que la mayor porcién de mujeres en sobrepeso se ubicé entre
los 35 y 39 afios de edad, por lo que se observa que:

Antlinis Edad - Case

U

3539 afim -
Factor Tubo Pertmeal

Andlisis Peso-Cauca.

U

Sobee

e o
peso -
F‘MT“US o

Andlisis Peso-Edad

L

Sote
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Siguiendo en la misma linea, las fumadoras presentaron interaccién moco cervical es-
permatozoide en tanto que las no fumadoras no presentaron ni un solo caso. Finalmente,
la infertilidad primaria se vio caracterizada en su mayoria por anovulacién, y la secundaria
por endometriosis y factor tubo-peritoneal. En relacién al estudio del tipo de infertilidad,
se vio que la infertilidad primaria se presenta como mayor frecuencia en mujeres en bajo
peso, no-fumadoras y mujeres entre los 20 y 34 afios de edad: mientras que la secundaria
lo hace en mujeres en peso y sobre peso, fumadoras y con 40 afios y més. Cabe mencionar
ademés que las mujeres en bajo peso fueron quienes lograron el mayor nimero de embara-
zos (méximo fumadoras: 2; méximo no-fumadoras: 3), pero el menor nimero de embarazos
al término, mientras que aquellas en peso o sobre peso no lograron un gran ndmero de
embarazos, pero si terminaron la mayoria de los que iniciaron.



Cartas de control robustas:.una aplicacién
ConNsUELO Dfaz TORRES
Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa

Introduccién

! Se presenta un resumen de los métodos alternativos a las tradicionales cartas de control
de Shewart. Estos métodos, que han sido propuestos por diferentes autores, se basan en
el calculo de estadisticas resistentes para generar procedimientos robustos. Finalmente se
presenta un ejemplo de aplicacion.

La carta X — R propuesta por Shewart en 1924 ha sido usada tradicionalmente en la
industria para la evaluacién y control de procesos productivos. Para su elaboracién se usan
como medidas descriptivas de los subgrupos la media y el rango y para calcular los limites
de control se usan los promedios de las medias y de los rangos. La gran aceptacién que ha
tenido esta carta se debe a la sencillez en su construccién e interpretacién y a que permite
detectar cambios significativos en el proceso, debido a la utilizacién de estadisticas sensibles.

Una desventaja de este procedimiento es que se basa en la suposicién de que la dis-
tribucién de las observaciones de las muestras es normal. En muchas ocasiones sucede
que el conjunto de observaciones con que se cuenta tiene una distribucién sesgada y/o con
observaciones extremas, lo que ocasiona que los limites de control calculados en la forma
tradicional sean muy amplios y no sea posible detectar facilmente situaciones fuera de con-
trol o cambios en el proceso.

Algunos autores han propuesto como alternativa el uso de medidas resistentes para
generar procedimientos robustos. En la seccién 2 se presenta una breve descripcién de
algunos de estos procedimientos y en la seccién 3, un ejemplo de aplicacién a un caso que
se presenté en la industria.

Cartas de control alternativas

Los procedimientos propuestos como alternativa a las cartas de control tradicionales se
basan en el célculo de estadisticas resistentes.

Una estadistica es resistente si no es gravemente afectada por unas cuantas observaciones
extremas. Las estadisticas resistentes se definen a partir de las estadisticas de orden de los
subgrupos, denotadas por

X(l),X(g), . ,X(n)‘

Ferrel (1953) y Clifford (1959) fueron los primeros en proponer el uso de medidas re-
sistentes. en la construccién de cartas de control. Ferrel propuso usar medianas y rangos
medios. Clifford extiende el trabajo de Ferrel y sugiere calcular la mediana en vez del rango
medio y la mediana del rango en vez del promedio de los rangos.

!Nota de los editores: la ausencia de algunas grificas del presente trabajo se debe a problemas técnicos
generados por los archivos enviados por la autora.
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Langenberg e Iglewicz (1986) proponen el uso de medidas resistentes solamente para
calcular los limites de control y la media y el rango para describir los subgrupos.

Para calcular los limites utilizan la media recortada definida por Hoaglin, Mosteller y
Tuckey (1983) como

_ 1 n—r—1
X(o) = 0 —20) (1-1) (X('r+1) +X(n—r)) + Z X
i—r+2
donde
a €[0,1]:  proporcién de observaciones que se recorta;
n: tamaiio de subgrupo;
r = [an];
t=an—r.

Si X (o) y R(c) son las medias recortadas de las medias y de los rangos de los subgrupos,
respectivamente, entonces los limites de control se calculan como se muestra en el cuadro
1.

Debide al uso de medias recortadas para calcular los limites, éstos son igual o maés
estrechos que en la carta de control tradicional, con lo que se obtiene un procedimiento
robusto, capaz de detectar cambios repentinos en el proceso y puntos fuera de control mas
eficientemente.

En forma independiente White y Schroeder (1987) y Hoaglin e Iglewicz (1987) proponen
el uso de diagramas de caja para la construccién de cartas de control calculando también
medidas resistentes.

White y Schroeder (1987) sugieren calcular la mediana y la Q-dispersién dentro de cada
subgrupo y el promedio de estas estadisticas para calcular los limites de control.

La @-dispersién es una versién simplificada del rango intercuartilico, en vez de usar los
valores interpolados, la @-dispersién es la diferencia entre los valores inmediatos interiores,
es decir,

Rg= X(n—f—l) — X(f) .Si f es entero
Xn-i) — X@41) sif noesentero
donde
&
2
2 )

Los limites de control para esta carta se reportan también en el cuadro 1.

f= i=1[f]

Una de las criticas a este procedimiento es que no permite detectar cambios significativos
en el proceso, debido a que la mediana no es sensible a observaciones extremas.

Hoaglin e Iglewicz (1987) proponen el uso de estadisticas més eficientes como la F-media
y la F-dispersién. Proponen dos procedimientos: la carta M — Rp, es decir, mediana y
F-dispersién y la carta Xp — Rp, es decir, F-media y F-dispersién.
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La F-media denotada por Xp se define para n > 4 como sigue:

X paran =4
‘n+l1-f
% Z X(5) /(n+2-2f) para f entero
Xr= j=f ’
n—i—1
X5 + Xn1-p) + Z Xy /(n—2i) para f no entero
j=i+2

donde f e i se definen como antes.

La F-dispersion se define como
Rp = Xmni1-5) = X(s):

La diferencia entre la Q-dispersién y F-dispersién es que la primera evita la interpo-
lacién.

Los limites de control para estas cartas se calculan a partir de los promedios de las
estadisticas de los subgrupos y se reportan en el cuadro 1.

Los autores compararon la eficiencia relativa de la mediana y la F-media con respecto
a la media y obtuvieron que la F-media es la més eficiente. Con respecto a la dispersién,
compararon la eficiencia de la @)-dispersién y la F-dispersién con el rango y encontraron que
la F-dispersién tiene una eficiencia mayor o igual a la Q-dispersién. Los autores recomiendan
la carta Xp — Rp.

Autores Cartas Limites de control
Localizacién Dispersién
Langenberg e Iglewicz | X(a) — R(a) | X(a) & AskR(c) | DskR(a), DskR(cx)
White y Schroeder M — Rg M+ AQQRQ D3QRQ, D4QRQ
Hoaglin e IgleWiCZ M — RF ]_V[ + AZMRF Dngp, D4FRF
Xr —Rr XFr+ AsrRp DspRp, Dyp Ry

Cuadro 1. Limites de control para los diferentes tipos de cartas.

Las constantes A2, D3 y D4 son las usuales. Las constantes Aaq, Aam, Asr, D3q, Dag, Dsr y Dsr
son tabuladas por Hoaglin e Iglewicz (1987) para tamafios de subgrupos de 4 a 15. Las constantes Azq,
D3q y Dsg también son tabuladas por White y Schroeder (1987) como Ma, Q3 v Q4 respectivamente para
tamafios de subgrupos de 2 a 20.

Ejemplo

En una empresa automotriz se tiene una méquina de control numérico con 6 estaciones
para una operacién de pulido del didmetro interior de una pieza. Las piezas llegan a la
linea de produccién con un didmetro interior inicial de 53.0 & 0.5 mms. La especificacién
del didmetro interior después de la operacién de pulido debe ser 53.5 £ 0.5 mms. Después
de este proceso la pieza pasa al drea de ensamble.
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Grafica 1: Carta X — R para el didmetro interior
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Durante mucho tiempo para este proceso se llevé una carta X — R, en la cual nunca se
observaron puntos fuera de los limites, lo que hacia pensar al personal responsable del pro-
ceso que éste estaba dentro de control, sin embargo se recibian quejas del 4drea de ensamble
por mal ajuste o fugas en un alto porcentaje de piezas ensambladas por tener un didmetro
interno muy grande.

Se realizé un andlisis exploratorio de las observaciones registradas y se encontré que
su distribucién es sesgada, con aproximadamente un 5% de valores extremos en la parte
superior de la distribucién y un 1.6% de valores fuers de especificacién. Por tanto se
sugirié emplear medidas resistentes como la F-media y la F-dispersién y construir una
carta Xp — Rp.

Se tomdé una muestra de 30 subgrupos y se calcularon los limites de acuerdo al proce-
dimiento seleccionado. En la grafica 1 se muestra la carta X — R para estos datos y en la
gréfica 2 se muestra la carta Xz — Rp. Comparando estas dos graficas se puede observar
que en la grifica de medias existe adhesién a la linea central, en la grafica de F-media los
limites de control son ligeramente més estrechos y la linea central estd un poco més abajo
que en la de medias. En la gréfica para F-dispersién los limites son mucho més estrechos
que en la de rangos, encontrandose 3 puntos fuera de los limites.

Se recalcularon los limites de control, después de eliminar los subgrupos correspondientes
a los puntos fuera de éstos y con éstos se establecié la nueva carta. En la grifica 3 se
muestra esta nueva carta con los limites recalculados y con datos registrados durante el
proceso normal. En ésta se observa, para el subgrupo 9 un punto fuera de control en la
grafica de F-medias con una F-dispersién muy alta. Inmediatamente se hizo un anilisis
técnico y se encontrd y corrigié la falla.
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Gréfica 2: Carta Xp — Rp para el didmetro interior
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Comentarios

Los procedimientos mencionados en este trabajo son tan sencillos de implementar como
el tradicional y dan mucho mejor resultado en los casos de desviacién de la normal y en
presencia de valores extremos.

Se recomienda que antes de iniciar €l control del proceso mediante alguna carta se
haga un anéilisis exploratorio de los datos para determinar su naturaleza y poder elegir
adecuadamente el tipo de carta.
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Comparacién de los pardmetros de localizacién de dos distribuciones
exponenciales
JesUs ARMANDO DoMINGUEZ MOLINA
Centro de Investigacién en Matematicas, A.C. y Facultad de Mateméticas, Universidad de
Guanajuato

Introduccién

1 En 1994 Nassarallah y Saleh consideraron el problema de hacer inferencia sobre la dife-
rencia de los pardmetros de localizacién de dos muestras exponenciales de dos pardmetros
o~ lexp[(z — u) /o] cuando los pardmetros de escala son desconocidos y diferentes. Ellos
realizan la inferencia sobre la diferencia § = py — pg utilizando metodologia Bayesiana. Todo
su trabajo se enfoca en obtener la distribucién a posteriori de § dado los datos. Nassarallah
y Saleh afirman que puesto que ¢ y o9 son desconocidas y diferentes, el problema no da pie
a una solucién no-Bayesiana razonable para muestras finitas. Es por eso que ellos toman el
recurso de la metodologia Bayesiana para dar una solucién “manejable”. En contraposicién,
en este trabajo se trata el problema con el enfoque de la inferencia pivotal, obteniendo una
solucién exacta sin importar el tamafio de la muestra ni el hecho de que o7 y o9 sean
desconocidas y diferentes. Una generalizacién de los resultados obtenidos y un desarrollo
més completo se encuentra en Dominguez y Sprott (1995a).

Fundamentos

El término pivotal fue introducido por R. A. Fisher en 1945 como una funcién t ({y;}, 6) de
los pardmetros y las observaciones la cual tiene una distribucién especificada, es decir, se
puede calcular numéricamente la probabilidad de que ¢ pertenezca a una regién determinada,
independientemente del valor de 6.

La inferencia pivotal consiste basicamente de dos pasos: 1) Hacer transformaciones uno
a uno. 2) Condicionar sobre cantidades conocidas y cuya distribucién es conocida. Maés
adelante veremos en que consisten los dos pasos anteriores.

De manera més compacta podemos decir que la inferencia pivotal consiste en encontrar
una o varias estadfsticas Ty, T3, ...,Tn y una expresién h (T3, ...,Tn,0) en la que aparezcan
los Tj's y el pardmetro desconocido (y quizds otras cantidades desconocidas) tal que la
distribucién de esta cantidad no dependa del pardmetro desconocido (pivotal).

El modelo exponencial

Supongamos dos muestras de observaciones independientes Z(1)y .- &(ry) de una muestra
aleatoria de n articulos e Y(1)s -+ Y(rp) d€ una muestra aleatoria de ny articulos, con censura
en la r1-ésima falla y la r9-ésima falla, respectivamente.

Trabajo apoyado por CONACyT, proyecto 1858E9219.
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Las z;’s provienen dél modelo o7 exp [(zs — p1) /o1], &5 > pa, i = 1,...,71,'y las y; del
modelo U{lexp[(yj —#2) /02]’ Yj > Mo, J=1,..,79, —00 < p1,pg < 00,0 < 01,09 < o0
Por conveniencia denétese a o por 0 y a 09 por po, donde p = 09/01. La densidad conjunta
de Z(1), -1 T(ry) ¥ Y(1)1 -1 Y(ry) €St4 dada como

9 (%) T ¥y > Yeen)

71

(1) (22 {5 =) 10 -

=1

+ i (y(j) - /1'2) /po + (ng —12) (y(,,) - /,Lg) /po':| } .

Jj=1
Los estimadores de méaxima verosimilitud de los pardmetros u;, 2, o, p, son los siguientes
fr =1y, P2 =Y(),

71

s= Lo L [Z (:z:(,;) - x(l)) + (n1—m1) (x('rx) - I(l))] ’

i=1

s2= [i (y(:i) - y(l)) +(n2 =) (y(rz) - y(l))} '

La diferencia 6 = yu; — pp de localizaciones

En 1993 Barnard y Sprott prueban que la mejor cantidad para hacer inferencia sobre ¢ esta
dado por w = (z(l) -y — 6) / s1.La distribucién de w depende sélo de p, por consiguiente
w es un pivotal Unicamente si conocemos p.

La cantidad v = j/p es un pivotal que involucra sélo a p y dado que w contiene
tnicamente a 8, entonces calcularemos la densidad conjunta de w y v con motivo de con-
siderar después la informacién que se tenga sobre p.

La densidad conjunta de (w,v) estd dada por (véase Dominguez 1994 6 Dominguez y
Sprott 1995)

kv~ (nyp +ngv)'1 (ny + ngv + nlw)—(””?"l) , st w >0,
kv~ (015 + ngw) ™ (ng + ngv — nng/ﬁ)"(””rl) , stw <0,

g(w,v) = { (1)
donde k1 = ni'ny? (r1 +ro — 2)1/ (r1 — 2)! (12 - 2)1.

Con (1) podemos obtener la distribucién relevante para hacer inferencias sobre w, con-
siderando las siguientes dos situaciones:
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Inferencia sobre § cuando p es especificado (p = g3/01)

Cuando p = p, se conoce numéricamente, se tiene que el pivotal v es observado como v =
Vo = fo/ po. En esta situacién v es auxiliar, puesto que su distribucién queda completamente
determinada y no depende de pardmetros desconocidos. Siguiendo el enfoque de la inferencia
pivotal lo que haremos serd condicionar sobre v = v, para obtener la distribucién relevante
de w para hacer inferencia sobre § la cual es proporcional a (1) con v = v, fijo

)~rtr2=) [si > 0,

ko (vo) (N1 + nov, + nqw
g (wlvo) = { (vo) (s ° )—('r1+rz—1) sw<0

T\ k2 (vo) (n1 + e — mguew/ o

donde kg = [nlngvo (r1 + 12 —2) (01 + ngv,)"? +T"’_2] (n1fo + nzvc,)_1 .

En este caso el anélisis consiste en especificar un conjunto {p,} de valores posibles para
p, los cuales se pueden encontrar con la distribucién marginal de v. Entonces las inferencias
sobre 6§ quedan como funciones del conjunto {g,}, similar a lo presentado en la Sprott y
Farewell (1993).

Inferencia sobre § cuando p no es especificado (El problema de Behrens-
Fisher)

En este caso no existen un pivotal que contengan sélo a §. Por ejemplo, si p no se conoce,
tampoco conocemos la distribucién de 5. Por lo tanto la distribucién de w es desconocida,
puesto que ésta depende de 5. Sin embargo, usando (1) se puede calcular la distribucién de
w como funcién de v: Pr(w > w, > 0,v) y Pr(w < w, <0,v).

Supondremos que la ausencia de conocimiento sobre p no cambia la distribucién de v
(lo que consideraremos como definicién de “ausencia de conocimiento sobre p”). Cuando se
observa p = p, se tiene una realizacién de v = g,/p, pero su distribucién no cambia y no se
conoce su valor numérico. El pivotal v contiene al pardmetro desconocido p, entonces si se
integra con respecto a v manteniendo g = j,, se obtiene la distribucién de w, la cual est4
dada por las siguientes dos ecuaciones:

(o o]

Pr(w2w,,>0)=/ Pr(w > w, > 0,v) dv, (2)
v=0
00

Pr(w§w¢,<0)=/ Pr(w < w, < 0,v) dv. (3)
v=0

Con las dos probabilidades anteriores se obtiene la distribucién relevante de w patra hacer
inferencia sobre §. Las expresiones exactas de las integrales (2) y (3) las puede encontrar
en Dominguez y Sprott (1995b).

Conclusién

La solucién mostrada en este trabajo para la diferencia de localizaciones es no-Bayesiana y
quizés no clésica en el sentido de Nassarallah y Saleh (1994, p58) y proporciona una solucién
razonable para muestras finitas.
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Si el lector quiere ahondar en este tema puede consultar las referencias al final de este
trabajo.
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El efecto de las observaciones agrupadas en la estimacién de medias y
proporciones poblacionales
MARTIN HUMBERTO FELIX MEDINA
Escuela de Ciencias Fisico-Mateméticas, Universidad Auténoma de Sinaloa
IaNAcio OsuNA RAMIREZ
Facultad de Ciencias Quimico-Biolégicas, Universidad Auténoma de Sinaloa

Introduccién

En los-estudios epidemiolégicos es comiin la obtencién de muestras complejas (estratificadas,
multietdpicas, etc.), sin embargo, también es comin que los datos se analicen como si la
muestra fuera aleatoria simple (observaciones independientes e identicamente distribuidas).
Como consecuencia de este andlisis inadecuado, se incrementa el riesgo de obtener resultados
erréneos.

En el presente trabajo se realiza un estudio “empirico” mediante el cual se comparan los
resultados que se obtienen al tomar en cuenta el diseno muestral versus los que se obtienen
al ignorarlo, cuando se comparan medias de diferentes subpoblaciones y se realizan pruebas
de hipétesis sobre la independencia de dos variables dicotémicas.

Los datos que se analizan provienen de un-estudio sobre parasitosis intestinal levado a
cabo por la Unidad de Investigaciones en Salud Ptblica de la Facultad de Ciencias Quimico-
Biolégicas de la Universidad Auténoma de Sinaloa. La poblacién objetivo estuvo integrada
por N familias (conglomerados) de diferentes tamafios (M; = 1, ..., N). De esta poblacién se
obtuvo una muestra aleatoria simple sin reemplazo de n conglomerados, cada individuo fue
clasificado como parasitado o no parasitado, de acuerdo con los resultados de un analisis
de parasitosis intestinal. Asimismo, a cada uno de ellos se le determiné el niimero de

hematocritos por cm?.

Aunque el estudio epidemilégico tuvo varios objetivos y por lo tanto se realizaron varios
analisis estadisticos, aqui sélo se presentan los resultados sobre la comparacién de las medias
de hematocritos entre la subpoblacién de parasitados y la subpoblacién de no parasitados
Yy, los resultados de la prueba de independencia, en cuanto a la presencia, de dos tipos de
paréasitos.

Comparacion de las medias de hematocritos de las subpobla-
ciones de parasitados y no parasitados

Andlisis ignorando el disefio muestral

En este caso se supondré que se obtuvo una muestra aleatoria simple de m = 3~ ; M; indi-
viduos, por lo que las observaciones (z;,¥;), ¢ = 1,...,n; son independientes e idénticamente
distribuidas, donde z; = 1 si el i-ésimo individuo est4 parasitado, z; = 0 en caso contrario
¥, ¥i indica el nimero de hematocritos por cm®. El objetivo es estimar p; — po; es decir, la
diferencia entre las medias de hematocritos de los parasitados y de los no parasitados.
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El estimador es simplemente la diferencia entre las medias muestrales de hematocritos
de los parasitados (subpoblacién 1) y de los no parasitados (subpoblacién 0), es decir d=
7, —J~. Intervalos de confianza para p; — pto se obtienen considerando que ambas muestras
(no parasitados y parasitados), de tamafios n;, ¢ = 0,1, son independientes, por lo que

d /A/ V(J) tiene aproximadamente una distribucién T con n1 4+ ng — 2 grados de libertad.

Andlisis tomando en cuenta el diseno muestral

Se denotars por (z;;,¥i;) la observacién asociada al j-ésimo individuo del i-ésimo conglo-
merado (j = 1,..., My;;i = 1,...,n). Las variables 2 y y se definen como en el caso anterior.
De acuerdo con Cochran (1977, p. 181) un estimador de y; — po es también d=7, — 7o
(estimador de razén). Cochran también proporciona un estimador de la varianza y sugiere
que intervalos de confianza para pj — po se basen en la distribucién normal asintética de

d/\/v(d).
Resultados obtenidos de la aplicacién a datos reales
La poblacién muestreada estuvo integrada por 341 familias de las cuales se seleccionaron

56. Se presentan los resultados para tres casos (parésitos): Giardia lamblia, Hymenolepis
nana y Entamoeba coli. Los resultados son los siguientes:

Int. del 95% Int. del 95% Efecto
Caso 71— Yo (ignorando di- (considerando de
sefio muestral)  diseflo muestral) lisefio

Giardia lamb. —1.736 (—2.930,—0.542) (—3.045, —-0.427) 1.20
Hymen. nana —1,523 (—2.640,-0.406) (—2.617,—0.429) 1.04
Entam. coli —0.953 (—2.305,0.399) (—2.250,0.344) 0.97

Los resultados que se obtienen con los dos tipos de anélisis son practicamente iguales,
esto se debe a que las obsetvaciones no presentan correlacién intraconglomerado, como lo
indican los valores cercanos a 1 del efecto de disefio.

Analisis de tablas de contingencia

Andlisis ignorando el diseno muestral

En este caso la observacién correspondiente al i-ésimo individuo se denotara por (xi(l), Zi(2))s
i =1,...,m; donde z;) = 1 si el individuo presenta el parésito k (k =1,2) y ;) = 0 en
caso contrario. Si pi. y po. denotan las probabilidades de la presencia y de la ausencia del
parasito 1 respectivamente y, de manera similar se definen las probabilidades p.; y p.o para
el pardsito 2, entonces la hipStesis de interés se expresa mediante Ho: pps = pr-p.s 7,8 = 0,1
vs Hy: prs # Pr.p.s para algunos r, s; donde prs = Pr(z) = r,2(2) = ).

La estadistica de prueba es la bien conocida x? de Pearson, la cual, bajo Hp, se distribuye
asintéticamente como una variable x?(1)
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Anadlisis tomando en cuenta el diseno muestral

La observacién correspondiente al j-ésimo individuo del ¢-ésimo conglomerado se denota por
(®i501) Tij2)), 3 = 1,..., M, i = 1,...,,n; donde z;;x) = 1 si el individuo presenta el pardsito
k(k=12),y T;j(k) = 0 en caso contrario. Definanse pys, pr. y p.s 7,8 = 0,1 como en el
caso anterior y considérese el mismo contraste de hlpotems Rao y Thomas (1989) senalan
que la estadistica a usar es x; 2(8. ) =Xz 2/ 5. donde Xp es la x2 de Pearson ordinaria y 4. es el
efecto de disefio generalizado (la expresién de 5. puede verse en Rao y Thomas (1989)). De
acuerdo con ellos, bajo Hg, la estadistica ajustada xp(6 ) tiene una distribucién asintética

x*(D).

Resultados obtenidos de la aplicacién a datos reales

Se presentan los resultados de la prueba de independencia para dos situaciones: Giardia
lamblia-Hymenolepis nana y, Giardia lamblia-Ascaris lumbricoides. Los resultados son los
siguientes:

Caso X2 x35) 4
Giardia lamb-Hym. nana  5.024* 3.160 1.595
Giardia lamb—Ascaris lumb 4.648* 3.296 1.416
(*) significante al 5%
(**) significante al 2.5%

Es claro que los resultados que se obtienen con cada tipo anilisis son diferentes, ésto
se debe a que en este caso la correlacién intraconglomerado es distinta de cero, como lo
indican los valores mayores que 1 del efecto de disefio.

Agradecedemos a la Maestra Sylvia Paz Diaz Camacho, responsable de la Unidad de In-
vestigaciones en Salud Publica de la Facultad de Ciencias Qimico Biol6gicas de la UAS, el
habernos facilitado los datos que se utilizaron en este trabajo.

Referencias

Cochran W.G. (1977) Sampling Techniques, 3rd edn., Wiley, New York.

Rao J.N.K. and Thomas D.R. (1989) “Chi-square tests for contingency tables”, Analysis of
Complex Surveys, Skinner C.J., Holt D. and Smith. T.M.F., Chichester: Wiley, 89-114.



44

Memorias del IX Foro Nacional de Estadistica



Regresién no paramétrica: Una alternativa
LETICIA GRACIA MEDRANO VALDELAMAR
Instituto de Investigaciones en Matema4ticas Aplicadas y en Sistemas, Universidad
Nacional Auténoma de México

Introduccién

La regresién no paramétrica.consiste en una serie de técnicas para estimar una curva de
regresién sin hacer supuestos fuertes sobre la forma de la verdadera funcién de regresién.
Estas técnicas son més flexibles y resultan muy ttiles en la construccién y verificacién de
los modelos paramétricos.

Existen dos enfoques para los modelos de regresién no paramétrica: uno el de penaliza-
cién por aspereza de la curva del que resultan los splines y el otro el de estimacién local del
que resultan los estimadores de kernel y de vecinos cercanos.

Penalizacion por aspereza de la curva
Bajo este enfoque se tiene el siguiente modelo de regresién:
Y = g(t) + error, t € [a,b)].

La aspereza de la curva g se mide generalmente por:

b
e en

Esta cantidad no se ve afectada por la suma de constantes o de una funcién lineal.

Considerando a g como una funcién doblemente diferenciable en [a,d], a & > 0 como
paradmetro de suavizamiento y teniendo datos de la forma (¢;,y;) con i = 1,...,n, la suma
de cuadrados penalizados queda expresada como:

n

S(g) = Z[yz —g(t:)* + a/ab[g"(w)]zdzz:.

i=1

En esta expresién la sumatoria da un costo de buen ajuste mientras que la integral da un
costo por su aspereza o rugosidad.

La funcién § que estima a g es aquella que minimiza S(g) sobre el conjunto de las
funciones doblemente diferenciables. Si o es grande § tendrd poca curvatura y si es pequefia
g tenderd a ser una interpolacién. Para n > 3y a > 0, el spline ciibico natural § (con nodos
en t; y que interpola los puntos dados por el vector g= (I 4+ aK )“lg, donde la matriz
K = QR™1Q’ siendo Q y R matrices que dependen exclusivamente de h; = t;,; — t; (ver
Green y Silverman (1994)) cumple con la siguiente propiedad: S(g§) < S(g) para cualquier
g doblemente diferenciable en [a, b].
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El algoritmo de Reinsch encuentra este spline en cuatro pasos que realizan un nimero
de operaciones algebraicas del orden de O(n).

Para elegir el parametro de suavizamiento o se requiere de algin criterio; el més utilizado
es el de validacién cruzada que consiste en calcular §~*(t, @) que es el spline mencionado
antes pero sin considerar el dato (t;,y;) y se elige el & que minimiza

Cla) =n~" Z{?ﬁ "(t, @)}

Es importante comentar que no es necesario calcular n modelos y después calcular VC{(a),
sino que de manera similar a lo que ocurre en regresién: § = A(a)y, donde A(a) = I —
aQ(R +a@'Q)'Q’ y el valor de VC(a) puede escribirse como

—12{“9%} |

Estimacién local

Los modelos més sencillos son versiones de los estimadores de localizacién (promedios lo-
cales). Se define como estimador de la funcién g en el punto t* a

g(t* = Z Yi,

" LN

donde N(t*) es una vecindad del t* y n* es el niimero de puntos en la vecindad de t* y
puede reescribirse como:

a(t") = g(t*) +—-Z{9(t -9+ Y e

t,eN(t'

En esta expresién claramente puede verse que estos estimadores son sesgados pero tienen
menor varianza que si se estimara con un solo punto. Los estimadores de kernel utilizan
como vecindad de ¢t* bandas de longitud constante, mientras que los estimadores de vecinos
cercanos utilizan bandas que contengan un ntmero constante de puntos. Con el propdsito
de disminuir el sesgo se utilizan promedios ponderados, con pesos més pequefios para las
observaciones lejanas al centro de la banda. As{ la expresién para un estimador de kernel
queda como:

§(t%) Z WiYs
i_
donde w; = K{(t* —t;)/A}, A es el ancho de ventana y K es una funcién continua, acotada,
simétrica y que integra uno. Para el caso de los estimadores de vecinos cercanos su expresién
es similar pero con w; = K{(r* —r;)/(A — 1)} donde r; es el rango de los puntos t; y r* es
el rango del punto t* entre los puntos t*. En ambos casos §(t) = 3.1 ; %(t)y; ¥ se conoce a
7i(t) como pesos del kernel.
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Al igual que en el enfoque de penalizacién por aspereza de la curva donde se requiere la
eleccién de a, en este caso se requiere la eleccién del tamafio de ventana A. El criterio de
validacién cruzada de forma similar puede utilizarse para la eleccién de .

Existe una equivalencia entre los splines y los estimadores kernel; la § que minimiza
5(g) es lineal en las y;, y se puede encontrar una funcién G(s,t) tal que

a(s)=n"" Z G(s,t:)yi.

=1
Aqui, G(s,t;) depende de las t; y de @ pero no de y;.

Es importante mencionar que los métodos de regresién no parameétrica al igual que los
métodos de regresién de minimos cuadrados son sensibles a las observaciones discrepantes
e influyentes y esto debe tomarse en cuenta cuando se utilicen.

Estos modelo de regresién no paramétrica son muy utiles para conocer la bondad de
ajuste de un modelo. Por ejemplo si el modelo no paramétrico queda dentro de las bandas
de error del modelo paramétrico, se considera que éste 1ltimo se ajusta a las datos. También
puede ajustarse un modelo no paramétrico a los residuales (del modelo paramétrico) y ver
si siguen alguna tendencia que indique un mal ajuste por parte del modelo paramétrico
(ver Altman (1992)). También pueden ser utilizados para sugerir la forma del modelo’
paramétrico.
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Algunos andlisis multivariados a variables antropométricas y de
capacidades fisicas de ninos deportistas
MAaR{A DE JESUS GUIJARRO SOTO & MARTIN HUuMBERTO FELIX MEDINA
Escuela de Ciencias Fisico-Matemaéticas, Universidad Auténoma de Sinaloa

Introduccion

En este estudio, llevado a cabo conjuntamente con la Direccién de Deportes de la U.A.S.,
se analiza un conjunto de variables antropométricas y de aptitudes fisicas medidas en una
muestra de nifios deportistas (4 a 13 afios) de diferentes disciplinas deportivas.

El objetivo de la investigacién es caracterizar las disciplinas deportivas con base en
las variables ya mencionadas, esto es, determinar si los practicantes de un mismo deporte
presentan caracteristicas antropométricas y de aptitudes fisicas similares y diferentes a los
practicantes de otros deportes. Con base en ésta caracterizacién, un futuro nifio deportista
podra encausarse al deporte, que de acuerdo a su antropometria y capacidad fisica, se le
pronostique una mayor probabilidad de éxito.

Las variables observadas fueron las siguientes:

Antropométricas:

Edad, peso, estatura, estatura sentado, longitud del brazo derecho, longitud de la pierna
derecha, perfmetro toréxico y longitud de la brazada.

Flexibilidad:
Flexibilidad de pie, flexibilidad sentado e hiperextensién.

El estudio se llevd a cabo con 53 nifios. La clasificacién por sexo y disciplina deportiva
es la siguiente:

HOMBRES MUJERES
Deporte Individuos Deporte Individuos

1. Atletismo 4 1. Atletismo 9
2. Basketball 2 4. Gimnasia 1
3. Baseball 2 5. Karate 1
5. Karate 12 6. Natacién 10
6. Natacién 6

7. irregulares 7

Los anélisis estadisticos que hasta el momento se han llevado a cabo son los siguientes:
1).-Componentes principales 2).-Variables canénicas. Cabe mencionar que se tiene pen-

sado incluir dos nuevas variables de aptitudes fisicas, como son la fuerza y velocidad, para
posteriores anélisis.



50 Memorias del IX Foro Nacional de Estadistica

Andlisis de componentes principales (variables antropométri-
cas)
Siguiendo la recomendacién de Krazanowski (1988), primero se realizé un anslisis por se-

parado para cada sexo y s6lo para las variables antropométricas, ya que se deseaba obtener
una descripcién antropométrica de los diferentes deportes.

Hombres:
. % acum.
Comp. Eigenvalor de la var.
1 6.86 85.77
2 0.55 92.69
3 0.35 97.03

vars Edad Peso Est. E. sen. L.brazo L. pier P.tor Braza
ceig.l] 0351 0351 0.3714 0368 0.310 0.36 7 0.330 0.372
ceig.2 -0.224 0.511 -0.175 0.015 -0.417 -0.213 0.649 -0.127

El primer componente es una medida de tamafio, valores grandes corresponden a indi-
viduos de tamafio grande. El segundo componente es un contraste entre las variables peso,
perimetro, por un lado y edad, pie, brazo, pierna, brazada, por el otro. Refleja la “forma”
del cuerpo, valores grandes corresponden a individuos bajos y gordos y valores pequefios a
individuos altos y delgados. Los resultados para las mujeres son similares, por lo cual se
realizé un anélisis para la muestra combinada:

% acumumulado

Componente Eigenvalor .
pone g de la varianza

1 6.89 86.13
2 0.52 92.58
3 0.31 96.44

vars Edad Peso Est. E. sen. L.brazo L. pier P.tor Braza
ceig.l 0352 0349 0373 0361 0.323 0.362  0.331 0.662
ceig.2 -0.300 0.528 -0.197 -0.008 -0.314 -0.184 0.662 -0.144

La interpretacién de los componentes es muy similar a la anterior.

Componentes principales con ambos grupos de variables: an-
tropométricas y de flexibilidad

Hombres Mujeres
. % acum. . % acum.
Comp. Eigenvalor de la var. Comp. Eigenvalor de Ia var.
1 6.90 62.80 1 7.64 69.43
1.58 77.19 2 1.74 85.31

3 0.72 83.78 3 0.64 91.16
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Hombres Mujeres
Variables C(?eﬁcientes de los Variables Cf)eﬁcientes de los
eigenvectores eigenvectores
1 2 1 2
Edad 0.347 -0.203 Edad 0.340 -0.018
Peso 0.349 0.043 Peso 0.327 -0.064
Estatura 0.368 -0.074 Estatura 0.356 -0.006
Est. sent. 0.361 -0.075 Est. sent. 0.338 -0.033
L.brazo 0.307 -0.003 L.brazo 0.321 0.011
L.pierna 0.212 -0.186 L.pierna 0.341 -0.128
P.tordxico 0.332 0.075 P.toraxico 0.308 -0.119
Brazada 0.365 -0.063 Brazada 0.355 -0.001
F. pie 0.182 0.606 F. pie 0.129 0.650
F. sentado 0.002 0.718 F. sentado -0.035 0.705
Hiperext. 0.274 0.132 Hiperext. 0.279  0.209
Hombres:

El primer componente esté asociado al “tamafio”, a la flexibilidad de pie, valores grandes
corresponden a individuos de tamafio grande y con buena flexibilidad de pie. El segundo
componente es una “medida de la flexibilidad”, valores grandes corresponden a individuos
con buena flexibilidad.

Mujeres:

El primer componente estd asociado con el “tamafio”, a la flexibilidad de pie y a la
hiperextensién; valores grandes corresponden a individuos de tamafio grande y con buena
flexibilidad. El segundo componente es una “medida de la flexibilidad”, valores grandes
corresponden a individuos con buena flexibilidad. Dado que los resultados son muy seme-
Jantes para ambos sexos, se realizé un andlisis para la muestra combinada, se observaron



52 Memorias del IX Foro Nacional de Estadistica

GRAFICA DE C.P. DOS TIPOS DE VARIABLES
» HOMBRES Y MUJERES «

COMPONENTE PRINCIPAL 2

COMPONENYE PRINCIPAL 1

resultados semejantes y la interpretacién de las componentes principales es similar a las
anteriores.

Andlisis de variables candnicas

En este anélisis se consideran las variables antropométricas y las variables de flexibilidad;
los resultados que se obtuvieron son los siguientes:

Hombres Mujeres
Comp. Eigenval. 7 acum.
de la var. Com Ficenval % acum.
1 0.894 0.27 P BIBEIVAL 46 Ja var.
2 0.802 0.50 1 0.972 0.38
3 0.664 0.70 2 0.863 0.72
4 0.570 0.86 3 0.725 1.00
5 0.483 1.00



Variables antropométricas de nifnos

Hombres Mujeres
Vars. Eigenval Vars. Eigenval
1 2 3 4 1 2 3

Edad -1.23 -1.06 -0.86 0.17 Edad 0.75 0.03 0.82
Peso -5.65 -1.50 -2.09 -1.19 Peso -0.69 2.51 247
Est. 1.31 0.19 -1.65 0.13 Est. 835 1.12 -4.04
Esent. 0.26 3.43 1.11 0.64 Esent. -4.74 137 3.24
Lbrazo -0.70 0.49 136 -0.95 Lbrazo 0.56 0.83 0.27
Lpier -0.26 0.64 -0.48 -0.43 Lpier -2.95 -2.92 4.17
Ptérax 4.66 0.63 086 0.19 Ptérax 1.19 -1.93 -1.76
Braz. 135 -247 1.66 1.65 Braz. -2.80 -1.31 1.17
Fpie 069 045 -0.23 0.07 Fpie 117 -1.82 091
Fsen 0.01 -0.28 0.09 0.38 Fsen -0.25 1.45 -0.10
Hiper 075 -0.20 0.24 -0.72 Hiper 0.47 0.23 -0.10

Resulta dificil dar una interpretacién intuitiva de estas variables.

Conclusiones

53

1.- El anilisis de componentes principales proporcioné resultados satisfactorios en cuanto
a la reduccién de “dimensién” de los datos, ya que con dos componentes se explica aprox-
imadamente el 90% de la variabilidad de éstos. As{ mismo estos componentes tienen una

clara interpretacion.

2.-Fl anélisis de variables canénicas no proporciond resultados muy satisfactorios. En primer
lugar, porque se requieren hasta cuatro variables canénicas para representar adecuadamente
los datos, ademés de que éstas no tienen una clara interpretacién.

Referencias
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Sobre el andlisis bayesiano del problema de clasificacién estadistica
ANA MARIA MADRIGAL & MANUEL MENDOZA
Departamento de Estadistica y Actuarfa, Instituto Tecnolégico Auténomo de México

El problema de clasificacién ha recibido atencién en la literatura estadistica desde hace un
buen nimero de afios. La mayor parte de estos trabajos abordan el problema desde una
perspectiva frecuentista y sélo en condiciones muy particulares garantizan que el problema
se resuelva de manera éptima. El enfoque bayesiano reconoce este problema como uno
de decisién y establece la existencia general de soluciones éptimas al minimizar la pérdida
(costo) esperada.

El problema se presenta cuando se tiene un individuo (I) que:
i) Con seguridad proviene de una y sélo una de m poblaciones {m;; i = 1,...,m},

i) Presenta una coleccién de atributos (X = X(I)) cuyo comportamiento, en de cada
poblacién, se describe con un modelo de probabilidad distinto { P(X|m;); i=1,...,m}.

y se desea responder la pregunta : ;A qué poblacién pertenece 17

Para proceder a la clasificacién, con un enfoque bayesiano, es necesario asignar las
probabilidades iniciales (o a priori) de que el individuo pertenezca a cada una de las m
poblaciones {p; = P(m;); i = 1,...,m} (distribucién diagndstica inicial) y el costo (o
pérdida) que se obtiene al clasificar un individuo que pertenece a la poblacién j como de
la poblacién i. Para obtener la solucién éptima se calcula la pérdida esperada final (a
posteriori),

IG1X) =) P(m|X)CGl5); i=1,...,m,
J

en donde

P(Tr,;lX)aP(XlWi)P(ﬂ'i),

son las probabilidades finales de las poblaciones (distribucidén diagndstica final). El criterio
selecciona la ¢ — ésimna poblacién siempre que asi se produzca la pérdida esperada minima.

El problema queda resuelto de esta manera sin tener que hacer ningiin supuesto acerca de
la forma que tienen las distribuciones P(X|m;); ¢ = 1,...,m, siempre que sean totalmente
conocidas. Es importante notar que el problema puede resolverse también en el caso en
que no se han observado los atributos en el individuo y s6lo se cuenta con un estado de
informacién inicial (a priori). En cualquier caso, para incorporar los atributos del individuo
a la distribucién diagndstica es necesario establecer la forma precisa de la distribucién que
siguen éstos en cada una de las diferentes poblaciones. En ocasiones las distribuciones de los
atributos se suponen completamente conocidas. En tal caso, y como ya se indicé, se obtiene
la distribucién diagnéstica final (dados los atributos), via el teorema de Bayes, utilizando
la relacién:

P(m;| X)aP(X|m;) P(m;).

Por otra parte, si alguno de estos modelos no est4 totalmente especificado (el caso mas
frecuente) entonces existe incertidumbre sobre el comportamiento de X en las diferentes
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poblaciones a tratar. Se presupone que este comportamiento serd distinto entre pobla-
ciones, pero se puede pensar en algin modelo paramétrico comiin para describir este com-
portamiento de forma que el correspondiente pardmetro (digamos ) cambie dependiendo
de la poblacién de que se trate. En esta situacién, se tiene una coleccién de distribuciones
{P(X|ms,0;);3 = 1,...,m, } que pertenecen a la misma familia paramétrica y en donde 6;
describe el comportamiento especifico del atributo X en la poblacién .

Si la forma de las distribuciones se considera conocida, la incertidumbre sobre los mode-
los se reduce a la incertidumbre sobre el valor de los pardmetros {6;; i =1,...,m} y desde
una perspectiva bayesiana, es necesario asignarles algunas distribuciones de probabilidad

PO;|m);i=1,...,m,

que describan el conocimiento que se sobre ellos se tiene. En cualquier caso, para resolver
el problema original, se obtiene una coleccién de distribuciones predictivas para la X:

P(X|m) = / P(X | mi,05)P(6; | :)d6;

donde P(6;|m;) es una distribucién a priori que se asigna a 6;.

Es importante notar que la solucién del problema depende crucialmente de la asig-
nacién de las distribuciones iniciales. Estas distribuciones deben reflejar el conocimiento
que el tomador de decisiones posea sobre las distintas fuentes de incertidumbre y pueden ac-
tualizarse si se cuenta con informacién adicional. En particular, si se obtienen observaciones
que provengan de las poblaciones involucradas en la clasificacién, las distribuciones pueden
modificarse para incorporar ese conocimiento. La obtencién de observaeiones adicionales
(Z) a través de una muestra puede ofrecer dos tipos de informacién:

i) Si se toma una muestra retrospectiva se obtiene informacién acerca del comportamiento de
los pardmetros 6; en las diferentes poblaciones con lo cual se puede obtener P(X|m;, Z)
que sustituya a P(X|m;);

ii) Por otra parte, si el muestreo es prospectivo se obtiene, ademds, informacién acerca de
las prevalencias de las poblaciones 7y, ..., Tn, en la super poblacién con lo que se puede
obtener P(m;|Z) que sustituya a P(m;)

La distribucién diagnéstica a posteriori {P(m;|X, Z); ¢ = 1,...,m} sustituirs en cual-
quier caso a la distribucién diagnéstica a priori {P(m|X); ¢ = 1,...,m} para dar una
solucién al problema de clasificacién. Si por cualquier razén no se conoce ningin atributo
del individuo que ayude a la clasificacién, pero se obtiene nueva informacién sobre las
prevalencias, la distribucién diagnéstica a utilizar para resolver el problema es P(m;|Z).
Para obtener P(X|m;, Z), primeramente se obtiene una distribucién a posteriori para 6;:

P(6;|ms, Zi)aP(Zilo,;, ms) P(0s)7;),

n;
en donde P(Z;|0;,m;) = [] P(Xi;]6;). Finalmente, se obtiene P(X|m;, Z;) de la expresién
=1

P(X|m;, Z:) = / P(X | 73, 0:)P(6; | s, Z:) db.
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Como ya se indic6, un muestreo retrospectivo no proporcions informacién sobre la preva-
lencia de las distintas poblaciones; porlo-que P(m;|Z) = P(w;). Sin embargo, si la muestra
contiene datos prospectives, la informacién relevante adicional consiste en haber obtenido
en la muestra -ny;ng,-. .., Ny, individuos (n3-+ ng + -+ + nym = n) que provienen de las
poblaciones 7,7y, .. ., Ty respectivamente (ver Bernardo, 1985).

La probabilidad de que el individuo (I) provenga de 7; se puede modelar siempre de la
misma manera (sin importar la distribucién de X) con ayuda de una variable auxiliar §;
cuya distribucién sea Bernoulli(¢;)-de tal manera que

5 = 1 si I pertenece a g
7 0 en otro caso

por lo que ¢; = P(§; = 1|¢;) = P(m;|$;), en donde ¢; es un pardmetro desconocido que
representa la verdadera prevalencm de 7; en la superpoblacuon Un modelo de este estilo
permite 1ncorporar facilmente la 1nf0rma01on adicional. Asi, ya que lo que se quiere tener
es P(mj|Z) = P(6; = 1|Z), es necesario encontrar la s1gu1ente dlstrlbucmn predictiva

P((S,-lZ):/P(éj|¢1,...¢m)P(¢1,...¢m]Z) 81, ... Ocbrm.

Para ello, debe obtenerse P(¢1, ¢ - . . ¢m|Z) via teorema de Bayes de la siguiente manera:
Plr;brv- e Sl B)aP(Z|brs b, ) Plrid, . )

Tomando en cuenta que 0 < ¢; < 1 (i = 1,...,m), y que la distribucién conjunta de
n,. .., Ny, se puede modelar con una distribucién Multinomial (@1, ¢2, . . ., ¢m), utilizando
familias conjugadas se tiene que :

P($1,2, .- -, ¢m) = Dirichletm(¢1, 2, . .., Smlo1, 02, ., Om) -
Y en consecuencia, | |

P(#1,61... 0| 2) = Disichlety(, 1. gl + 1,10+ 02, + o)
_Dlrlchlet (¢1,¢2 - Bmlad, e, . opn)

en donde naturalmente, of = o + g 1= 1 , M. Como consecuencia, se.obtiene .que la
distribucién marginal de ¢; dado Z, se dlstrlbuye como una Beta(o}, 8;) con

=) oaj; 1 =1,.m
ij
(Bernardo & Smith, 1994) y por lo tanto,

nj+a;
P(m;|Z) = P(6; = 1|7) = LT

m

n+ > aj
7=1.

Un problema interesante aquf es que los pardmetros {oy; 2 = 1,...,m} debieran ser tales
que se ajusten al conocimiento inicial sobre las prevalencias. {p;; ¢ = 1,...,m}, es decir; que
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el modelo incorpore la informacién a priori por lo que se tiene una restriccién para cada una
de las m poblaciones. Una manera natural, en términos predictives, es que las prevalencias
a priori coincidan con los valores esperados de las distribuciones de {ay; ¢ = 1,...,m}.
Esto es, que p; = a;/ 3 a; ; i = 1,...,m. Estas restricciones no determinan por completo
el valor de los parametros. Es decir, hay varios conjuntos de a's que las satisfacen.

Ya que en esta situacién un valor de « mayor implica una mayor certeza en el conocimiento
(menor varianza), se puede pensar que si el conocimiento a priori se pudiera equiparar con
cierto tamafo de muestra, es decir, si se puede pensar que la calidad de la informacién
inicial equivale a haber observado una muestra de tamafio k, se puede tomar en cuenta la
siguiente expresion:

o+ ki
a+B8+k
donde s = k/a + (8 + k pondera la informacién que se obtiene via la muestra de tamafio k
y k; es el ntmero de individuos en la muestra que pertenecen a la poblacién 7. Asi, si se le
quiere dar el mismo peso a la informacién inicial que el que tendra una muestra de tamano
k (i.e. s=1—s), se obtiene la relacién

P(’TT,,[Z)=

de donde se obtiene la solucién o; = ky; para ¢ = 1,...,m. Si se piensa que la informacién
que se tiene a priori es vaga comparada con la informacién que la muestra puede pro-
porcionar, una opcién es encontrar el punto (aj,aa,...,om) de menor distancia al punto
(1/2,...,1/2) que, en este caso, corresponde a la distribucién de referencia global que se
obtiene a partir de la regla de Jeffreys (Box y Tiao, 1973).

Esta solucién es simple y se obtiene sin dificultad cuando m = 2. Sin embargo, cuando
m es un natural arbitrario, la determinacién de los pardmetros a;,...,am de referencia
puede resultar una tarea laboriosa. Por otra parte, cabe hacer notar que cualquier solucién
que se obtenga de esta manera estar en el cuadrado unitario, ya que 0 < a; < 1, para
j=1,...,m. De este modo, basta una muestra pequefia (10 o 15 individuos) para que esta
informacién a priori précticamente no influya en la distribucién a posteriori.

Si se adopta esta estrategia puede concluirse que el enfoque bayesiano ofrece un proce-
dimiento para combinar informacién previa (experimental y/o subjetiva) con atributos de
un individuo para llevar a cabo la clasificacién. El procedimiento es éptimo, cualesquiera
que sean los modelos que describan el comportamiento de los atributos sin importar si
estdn completa o parcialmente especificados. En cualquier caso, se utiliza la distribucién
diagnéstica correspondiente al nivel de informacién de acuerdo a ala siguiente regla

Sin atributos Con atributos
Sin inf. adicional P (m;) P(m1X)
Con inf. adicional P(m|Z) P(m|X, Z)

Finalmente, para incorporar informacién adicional que proviene de un muestreo prospec-
tivo es conveniente parametrizar la distribucién diagnéstica P(w;) ; ¢ = 1,...,m. Los
pardmetros a; ; ¢ = 1,...,m de la distribucién Dirichlet correspondiente, aun cuando re-
construyan la distribucién diagnéstica a priori no quedan univocamente determinados. En
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este trabajo se han presentado algunas ideas para determinar los valores de referencia o
para ¢ = 1,...,m que resultan muy simples desde un punto de vista computacional.
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Filosofia y estadistica aplicada
IeNAciO MENDEZ RAMIREZ
Instituto de Investigaciones en Matematicas Aplicadas y en Sistemas, Universidad
Nacional Auténoma de México

Estadistica aplicada

Se intenta una caracterizacién de la estadistica aplicada, sin pretender dar una definicién.
“Es la representacién de la realidad con modelos probabilisticos”. Otras caracterizaciones
de la estadfstica son:

Uso de la estadistica

La estadistica se ha convertido en una forma de pensar y una “herramienta” muy poderosa
en muchas areas de actividad humana.

a En investigacién cientifica se ha constituido en una parte muy especial de “el método
cientifico”; cuando es necesario tomar en cuenta la variacién por errores de medida o
por la falta de uniformidad en los elementos de estudio, o ambos:

b En los procesos productivos y de servicios, su uso es fundamentalmente en la captaciéon
de informacién y optimizacién de intervenciones.

¢ En las acciones y decisiones de gobierno de paises, estados, instituciones, etc.; se usa
fundamentalmente en la captacién de informacién para el diagndstico y evaluacion del
estado del pafs, estado, institucién, etc. También para la optimizacién de acciones y
de programas.

Profundizando un poquito més en el papel de la Estadistica en la investigacién cientifica
podemos proponer tres tipos fundamentales de participacién. En el disefio de la investi-
gacion, en el proceso de obtener generalizaciones empiricas y en el de conceptualizacion.

i Diseno. La Estadistica apoya el disefio de la investigacién, por lo menos en: definicién
de elementos de estudio; caracteristicas generales; criterios de inclusién y de elimi-
nacién; definicién, control y vigilancia de la validez interna y externa; seleccién de la
muestra, evitar sesgos (se entiende por sesgo (bias) un error sistemético) de seleccién;
tamaino de muestra; determinar qué, cuando, c6mo y con qué medir, cuntas veces;
validez y confiabilidad de las mediciones; eliminacién de sesgos durante la conduccién;
planear el anélisis estadistico.

ii Inferencia. La inferencia estadistica permite concluir de la(s) muestra(s) a la(s)
poblaciones. Se requiere un anélisis descriptivo exploratorio, previo a la postulacién
de modelos. La inferencia puede ser para someter a contrastacién hipétesis cientificas,
para estimar parametros, para buscar relaciones entre variables. Se puede hacer con
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diferentes tipos de modelos, y con diferentes supuestos. Siempre debe haber una
validacién de los modelos, antes de la interpretacién. Los métodos estadisticos a
usarse dependen del diseno de investigacion, del objetivo del estudio y de la teoria
que sustenta el fenémeno en cuestion.

iii Conceptualizacién. La Estadistica también juega un papel importante en el proceso
de conceptualizacién. Por lo menos para: valorar la validez y confiabilidad de los
indicadores de los conceptos; buscar indicadores de conceptos que mds se asocian
con otros: permitir disminuir la dimensionalidad de un problema; ayudar a formar
clasificaciones empiricas o validar las tedricas; permitir inferir conceptos o factores
en base a sus correlatos empiricos; poder medir la “forma” de los fenémenos y asi
tipificarlos: estimular la creatividad para el proceso de conceptualizacién e invencién
de teorias.

J. Nelder (1992) considera que la forma en que se cnsefia y aplica la Estadistica minimiza
o elimina la importancia del disefio. También G. Box (1993) considera que el objetivo de
la Estadistica es la mejoria y catalisis de la investigacién cientifica. Sin embargo, también
senala que por lo menos en Estados Unidos el reclutamiento, ensefianza y apoyo de los
estadisticos parece disefiado en contra del objetivo anterior. El considera que esto surge por
categorizar la Estadistica como parte de las ciencias matemadticas. Justamente la tesis de
este trabajo es que estos aspectos referidos suceden por no conceptualizar adecuadamente
el papel de la Estadistica en la investigacion cientifica a la luz de la nueva filosofia de la
ciencia.

Modelacién

De manera general la matematica consiste de abstracciones que se refieren a entidades, con
ciertas propiedades, relaciones y axiomas de los que se deducen teoremas que constituyen la
teorfa. Con esto se construyen los modelos matemaéticos. En la realidad existen entidades
(células, personas, familias, barras de hicrro, etc.) que tienen propiedades que pueden
ser consideradas como debidas a algunos conceptos teédricos (calor, adaptabilidad, pobreza,
agresién, represién, ctc.) Ademds se establecen asociaciones que pueden ser debidas a
la causalidad de unas propiedades determinando otras. Con esto se construye la teoria
sustantiva de la fisica, quimica, biologia, medicina, ingenieria, etc.

El papel de la Estadistica como parte de las matematicas aplicadas consiste en buscar
una buena correspondencia entre los conceptos abstractos de la matematica y las carac-
teristicas del fenémeno de la realidad al que se pretende aplicar. Asf los modelos pueden ser
modificados para ajustarse mejor a la realidad o bien el disefio de investigacién, también se
puede modificar para que finalmente el modelaje de la realidad mediada por el disefio sea
satisfactorio, es decir que produzca errores considerados de poca importancia.
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Método cientifico y estadistica

Se considera que no hay un método cientffico infalible y obligado, sin embargo, hay algunas
guias o pasos que conviene seguir. Hay muy variadas versiones de cuales son estos pasos,
a continuacién presentamos una de ellas, con la aclaracién que debe buscarse una reali-
mentacién que procure la méxima cohecrencia entre las diferentes etapas. Las etapas son:
Problema, Objetivos, Justificacién, Marco Teérico-Empirico, Variables, Hipétesis, Diseno,
Conduccién, Analisis, Interpretacién y Discusién, Conclusiones y Reporte.

Se comenté que la Estadistica puede jugar un papel importante en el disefio de la
investigacién y en la generacién y valoracién de conceptos. También en el anilisis, en donde
una propuesta de forma de operar consiste de los siguientes elementos:

a Bases de datos. Especificar con claridad los elementos y las variables asociadas a ellos,
procurar cvitar errores de transcripcion.

b Anaélisis descriptivo inicial. Es muy conveniente llevar a cabo un analisis numérico
y grafico que describe las caracteristicas de la informacién, por ¢l momento sin el
plantcamiento de modelos estadisticos. Conviene utilizar primero variables en forma
aislada y después contemplar la descripcién conjunta de dos o tres y raramente cua-
tro variables en forma simultdnea. Fsto es para poder tener una idea de las carac-
teristicas de la informacién, patrones de variabilidad, posibles observaciones atipicas
o influyentes, asi como la presencia de interacciones.

¢ Propuestas de modelos. Conviene intentar utilizar varios modelos que se eligen a la
luz de los objetivos de la investigacidn, al disefio, las escalas y papel de las variables
(pueden ser independientes o causales, dependientes o efectos, factores de confusién o
intervinientes). En estudios menos estructurados todas las variables tienen el mismo
papel, de tipo exploratorio descriptivo. Es importante para cada modelo explorar los
supuestos que ese modelo requiere a partir de la teoria que sustenta el modelo y del
diseno de investigacion.

d Pruebas de Modelos. Se lleva a cabo el ajuste de los modelos propuestos, para selec-
cionar de ellos el que tenga resultados mas acordes con las consideraciones tedricas y
con mayor correspondencia entre los supuestos del modelo y las caracteristicas de la
realidad reflejada en los datos, tomando en cuenta el diseno de investigacién.

Interpretacion

Con el o los modelos adecuados de acuerdo a las consideraciones anteriores, s¢ procede a
una interpretaciéon que puede ser para predecir ¢l comportamiento del fenémeno en estudio,
para explicarlo, para construccién de teoria o para la contrastacién de hipétesis estadisticas.

Referencias

Box, G. (1993) The Royal Statistical Society. News and Notes, 21, No. 4.



64 Memorias del IX Foro Nacional de Estadistica

Nelder, J. (1992) The Royal Statistical Society. News and Notes. 18, No. 8.



Uso de un modelo de regresién en dos niveles para estudiar curvas de
crecimiento
MARIO MIGUEL OJEDA & J. A. MONTANO-RIVAS
Facultad de Estadistica, Universidad Veracruzana

Introduccién

En este trabajo, se formula un problema de. curvas de crecimiento en genética forestal en
términos de un modelo de regresién en dos niveles. Se hace una serie de comentarios sobre
resultados de estimacién en este contexto, y se obtienen las curvas-estimadas.

El anilisis de datos de curvas de crecimiento ha recibido gran atencién en la literatura
dedicada a la biometria. La modelacién de datos de este tipo se aborda a través del modelo
lineal general de curvas de crecimiento. Para un panorama de la teoria y metodologia de
este tipo de modelos ver Seber (1984) y referencias que alli se recomiendan.

En esencia el modelo de curvas de crecimiento considera un polinomio-de orden & sobre el
tiempo para modelar el comportamiento del individuo descrito por una variable respuesta.
En el caso de tener varios grupos de individuos esta metodologia permite comparar los
patrones de crecimiento (curvas promedio). Sin embargo algunas veces méas que el estudio
de las curvas promedio interesa estudiar la variabilidad de las curvas individuales; esto es,
las varianzas y las covarianzas entre los coeficientes de los polinomios sobre el tiempo. Tal
es el caso del problema de genética forestal que presentamos a continuacién.

Ejemplo. Se desea estudiar comparativamente el comportamiento del crecimiento de
37 familias de Pinus Patula, para lo que se seleccionaron semillas y se pusieron a germinar
durante un mes. Posteriormente se tomaron 10 plantas y se transplantaron a un vivero en
condiciones controladas donde se tomaron mediciones de la altura de cada planta cada mes.
La Figura 1 presenta los comportamientos promedio de las familias sobre el tiempo, para
las que ademés se registré la desviacién standard en la dltima fecha (W;).

En este trabajo presentamos un modelo de regresién en dos niveles para describir los
efectos fijos y aleatorios del crecimiento de las familias. Este modelo es un caso parti-
cular del presentado por Ojeda y Judrez-Cerrillo (1994), y permite la modelacién de los
coeficientes que describen las curvas de crecimiento. Se obtienen estimaciones de los efec-
tos fijos y aleatorios usando el método de minimos cuadrados generalizados reponderados
iterativamente Goldstein (1986).

El modelo y procedimiento de estimacién

Sea y;; el promedio de la variable respuesta, altura (Y), para la familia i-ésima en el tiempo
t. El patrén de crecimiento serd modelado por la ecuacién cuadratica

Yij = Boi + Priti;Boite; + e (1)

donde e! = (e;1,€:,...€in;) es el vector de errores aleatorios para la familia i-ésima (i =
1,2,...,n),con E(e;) =0y V(e;) =3. Se asume que estos errores son independientes de
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familia a familia.

Para estudiar la variabilidad de los coeficientes de la ecuacién cuadratica en (1) pro-
ponemos, para el segundo nivel, los siguientes modelos

,3011 = ,Boo + ﬂolw% + Uo
Bii = Bro + Priwas + uy (2)
Bai = Bao + Bawaz; + uz;

para los que suponemos una distribucién conjunta determinada por el supuesto distribu-
cional sobre los errores aleatorios en el segundo nivel, que establece que E(u;) = 0y
V(u;) = Q, donde uﬁ = (ugs, u1s,u2) - A Q se le llama la matriz de varianzas y cova-
rianzas en el segundo nivel, y esencialmente presenta los componentes de la varianza y la
covarianza asociados a la variabilidad entre los coeficientes de la ecuacién cuadratica.

Sustituyendo las ecuaciones (2) dentro de la ecuacién (1) obtenemos una formulacién
particular del modelo de efectos mixtos. Para la obtencién de las estimaciones de los efectos
fijos ¥ aleatorios de este modelo Goldstein (1986) propuso e implementé el algoritmo de
minimos cuadrados generalizados reponderados iterativamente, en el cual se basa el sistema
M L3E Proser et al. (1990). Este método consiste en estimar la estructura de la matriz de
varianzas y covarianzas a través de los residuos obtenidos-en el ajuste anterior y después
implementar el método de minimos cuadrados generalizados para estimar los efectos fijos
del modelo. Este procedimiento se inicia obteniendo los residuos de un ajuste de minimos
cuadrados ordinarios y se detiene hasta que se logra un criterio de convergencia numérica.
Para detalles computacionales ver Goldstein y Rasbash (1992).

Resultados

Tabla 1 incluye los resultados obtenidos de realizar el ajuste del modelo que se obtiene de
combinar las ecuaciones (1) y (2) presentadas en la seccién 2. Se presenta la estimacién
de los parametros fijos y de los aleatorios; también sus desviaciones standard. Se ajusta el
modelo sin considerar la variable Wi, ya que su contribucién al ajuste resulté no significativa.
Como puede verse en la Figura 2 las curvas ajustadas observan una mayor variabilidad en
la parte del crecimiento final; tal aspecto es claro en la matriz de varianzas y covarianzas
del segundo nivel (ver Tabla 1).

Efectos Aleatorios
Fijos Boo B1o Bao
Constante  4.205 0.353
(Boo) (0.195) (0.340)

Tiempo —1.444 —0.469  0.447
(B10)  (0.140) (0.232)  (0.168)

Tiempo  0.345 0.128  —0.103  0.022
(Bp)  (0.026) (0.042) (0.031)  (0.006)
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Tabla 1. Estimaciones de los efectos fijos y aleatorios asociados al modelo que resulta de
combinar las ecuaciones (1) y (2). Las desviaciones standard asociadas se presentan entre
paréntesis.

Discusién y conclusiones

En los resultados observamos que la variacién del término independiente en el polinomio
no es significativa, pero si los coeficientes asociados con el término lineal y cuadratico en
el tiempo. Por otro lado las covarianzas entre los coeficientes aleatorios resultaron todas
significativas.

Al analizar el ajuste de las curvas notamos que el efecto cuadratico produce una caida
del crecimiento entre el primero y tercer mes, lo que en general no se corresponde a la forma

del crecimiento en este perfodo, por lo que tal vez deber4d ensayarse un modelo no lineal o
uno susceptible de linealizarse, y realizar comparaciones con los resultados obtenidos aqui.
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Componentes de varianza estimadas de un diseno de bloques al azar con
arreglo factorial combinatorio y particién de efectos
EmMiLio PADRON CORRAL
Centro de Investigacién en Matematicas Aplicadas, Universidad Auténoma de Coahuila

El desarrollo agricola de un pais se basa en la investigacién y como el nuestro no es la
excepcién, se llevé a cabo el siguiente trabajo, donde fue muy interesante investigar el
comportamiento de los genotipos de maiz en diferentes localidades o ambientes, pero mas
ain se checd el verdadero efecto de sus varianzas contando para ello con la herramienta
fundamental de las componentes de varianza estimadas, la teorfa presentada en este trabajo
se aplicd a un experimento de campo, descrito en Soto (1990).

Esta investigacién forma parte del programa de mejoramiento genético del Instituto
Mexicano del Maiz (Mario E. Castro Gil) de la UAAAN. Consta de dos localidades: Rio
Bravo, Tamaulipas y Celaya, Guanajuato. En doscientos catorce hibridos, tanto experi-
mentales como testigos.

El modelo utilizado fue.

Yijk = p+ L + Ry + Gi + (LG)ks + Eigi

donde

1,2,3,...,t genotipos
1,2,3,...,7 repeticiones
= 1,2,3,...,1 localidades

Il

i
J
k

Yijx + Variable aleatoria observable de la k-ésima
localidad en la j-ésima repeticién del i-
ésimo genotipo

p @ Media general
Ly :  Efecto de la k-ésima localidad
R;k) : Efecto de la j-ésima repeticién dentro de
la k-ésima localidad
G; : Efecto del i-ésimo genotipo
(LQ)g; : FEfecto de la k-ésima localidad y del i-
ésimo genotipo

Esjx : Componente aleatoria asociada con la k-
ésima localidad en la j-ésima repeticiéon
del i-ésimo genotipo

Asumiendo que los efectos son normales, aleatorios e independientes, esto genera el
modelo infinito o modelo I de Einsenhart, por lo tanto de acuerdo a dicho modelo, el
cuadrado medio de la interaccién Localidad-Genotipo es el apropiado cuadrado medio del
error para probar genotipos. Ademés se asume que las esperanzas de efectos son cero, es
decir.

E[Ly] = E[Rj)) = E(Gi] = E((LG)k] = E[Eyjx] = 0.
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También se asume que las estimaciones de componentes de varianza de productos cruzados
de los diferentes efectos son cero, se tiene ademéas que

2 2 2 2
E|L}] = o}; BR/L]® = o7cy; BGY] = 0&; B(LG)ki] = ol; BlEj] = ot
Del modelo dado anteriormente se encontraron las estimaciones de componentes de varianza
de cada uno de sus efectos e interacciones, as{ como todas sus particiones.
También se supone que la esperanza de los dobles productos son iguales a cero.

Antes de continuar se definirdn algunos conceptos agronémicos referentes a la particién
de los tratamientos.

Genotipos = iIndividuos, plantas, animales etc.(En este
caso se usaron plantas)

Cruzas = Serie de nuevas plantas sometidas a ensayo

con una caracteristica deseable conocida.

Probadores = Plantas con caracteristicas deseables ya

conocidas por pruebas estadisticas y
agronémicas preliminares
Gen/p; = Numero de plantas que se estdn probando
en cruga con la caracteristica ger-
moplasmica uno
g1/p1 = Ntmero de plantas de la poblacién uno
que provienen de la caracteristica ger-
moplasmica uno.
g2/p1 = Numero de plantas de la poblacién dos
que provienen de la caracteristica ger-
moplasmica uno
Contraste o grado de potencialidad en-
tre las plantas de poblacién uno dentro
de la caracteristica uno y las plantas de
poblacién dos dentro de la caracteristica

(91/p1 Vs g2/p1)

uno.

Testigos = Plantas comerciales (Que ya estin en el
mercado).

Cruza vs Testigo = Este es un contraste que mide el grado

de potencialidad entre cruzas nuevas y las
cruzas comerciales.

Todos estos efectos ya mencionados se interactian con localidad con el objeto de analizar
su contribucién correspondiente.

A continuacién se obtienen las estimaciones de componentes de varianza, para esto
se empieza con la estimacién de la suma de cuadrados y en ella se generan los grados
de libertad de ese efecto y después dividimos la suma de cuadrados entre sus respectivos
grados de libertad, formandose la esperanza del cuadrado medio o componente de varianza
estimada.
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En seguida se resume, presentando solo los valores de las componentes de varianza
estimadas de efectos principales e interacciones, para la variable rendimiento de mazorca en
ton/ha del experimento de Soto (1990).

F.V. C.V.E.
Localidad | 50.0817
Rep/Loc 0.0518598
Genotipos | 0.6645
Gen x Loc | 0.82
Error 2.108
Total 53.6525298

En este trabajo es interesante no sélo el obtener la magnitud relativa de las varianzas,
sino también los porcentajes de la suma de las varianzas de cada uno de los efectos, como
a continuacién se dan.

ZI0BXT00
05 representa -SSSGW 393%
oy, representa @—ﬁﬁ 93.21%
02, | representa | 2B XI00 T 0.096%
o2 representa UT%;—OQ 1.238%
ol representa | SoEXE 1.53%

En base a las componentes de varianza estimadas y a futura explotacién comercial en
diferentes localidades se espera encontrar la mejor combinacién que facilite al investigador
genetista seleccionar nuevos genotipos con mayor grado de confiabilidad.

También se espera que el desarrollo de esta metodologia y sus aplicaciones sean de uti-
lidad a los estudiantes de la maestria en estadistica experimental y de otras especialidades,
asf como a maestros investigadores de la UAAAN que son los més directamente involucrados
por su inmediata aplicacién en los trabajos de investigacién que ellos desarrollan.
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Estimacién de funciones de acumulacién de especies
FEeLIPE DE JESUs PERAZA GARAY
Escuela de Ciencias Fisico-Matemaéticas, Universidad Auténoma de Sinaloa

Introduccién

Supongamos que una poblacién de objetos est4 dividida en un niimero desconocido de clases.
El objetivo primordial es modelar estadisticamente la relacién que guardan el ntmero total
de clases identificadas, y el esfuerzo dedicado a su identificacién.

En estudios de ecologfa, una curva de acumulacién de especies es una grafica del ntimero
de especies encontradas, S(n), en una regién particular, como funcién de alguna medida n
del esfuerzo dedicado a encontrarlas.

Soberén & Llorente (1993) consideran que la curva de acumulacién puede modelarse
como un proceso de nacimientos puros, definiendo tres funciones de transicién basadas en
tres funciones llamadas funciones de colecta, lo que da lugar a los modelos: Ezponencial,
logaritmico y Clench.

En este trabajo, proponemos un modelo que toma en cuenta la naturaleza discreta
del esfuerzo, y refleja el hecho de que la capturabilidad de las especies puede depender
de factores aleatorios. Conjeturamos que la forma de la funcién de colecta depende de la
probabilidad de captura de las especies, la cual es funcién, entre otras cosas, de la abundancia
y el método de muestreo. Supondremos ademés que las ditribucién de las probhabilidades
de captura es Beta(a, §).

Para la estimacién de los pardmetros utilizamos el método de méxima verosimilitud, as{
como verosimilitud perfil y bootstrap para conseguir intervalos de confianza. Otro problema
que consideramos en este trabajo es el de aquellas listas que no contienen informacién
completa. Finalmente analizaremos algunas listas de datos reales.

Formulacién de un modelo de acumulacién

Denotemos por & el ntmero total de especies diferentes presentes en la localidad, cuyo valor
es fijo pero desconocido. Y, por el momento, adoptemos las siguientes suposiciones: (a) Los
procesos de recoleccién son independientes en el tiempo; (b) En cada tiempo n, cada especie

es observada independientemente de las demds, con las mismas probabilidades p1,p, ..., Pk
y (¢) P1, Py, ..., P son independientes e idénticamente distribuidas.
Definamos:

X,, = Nimero de especies nuevas recolectadas en el tiempo n.

Con esta notacién, podemos definir con precisién la funcién de acumulacién de especies
como (n,Ny,), donde No=0y Ny = Np_1+ X, n=1,2,....

El siguiente resultado es la base de la inferencia en este trabajo.
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Teorema: Bajo las hipétesis del modelo, la distribucién conjunta de (X1, Xa,...,Xn)
es multinomial con pardmetros

k,E(P),E(P,(1-P)),..., E (P1 (1- Pl)""l) i

Inferencia

Supongamos que los datos consisten en X; = @1, Xo = 9, ..., X, = =, donde (X3, X>,...,
X,) tiene la distribucién

b@pBin) b@pim) ' blapin) M

Los pardmetros a y 3 corresponden a la distribucién Beta(a, 8).

Maiaxima verosimilitud

En vista de que se cuenta directamente con una funcién de densidad para los datos, es natu-
ral estimar los pardmetros por méxima verosimilitud. Sin embargo, los aspectos de precisién
y construccién de intervalos de confianza para dichas estimaciones, no son tan faciles de
obtener. Un estudio de simulacién revel6 que en general, las distribuciones marginales de los
estimadores de méxima verosimilitud —atin para tamafios de muestra grandes— no siguen
una distribucién normal. Esto indica que es necesario recurrir a procedimientos alternos

para evaluar la precisién de (12:, &, ,5)

Verosimilitud perfil

Si se enfoca la labor de inferencia sobre el pardmetro de interés k , los pardmetros a 'y 3 se
les denomina pardmetros de estorbo.

Una de las herramientas que existen para lograr inferencia en estos casos es utilizando la
llamada funcidn de verosimilitud perfil, que aunque no es una verosimilitud, sus propiedades
la hacen funcionar como tal para fines de estimacién y construccién de intervalos de con-
fianza. Para una introduccién a la metodologia basada en verosimilitudes perfil, puede
consultarse Barndorff-Nielsen & Cox (1994) y Hinkley et al. (1991).

Intervalos de confianza para k, «, 3. Bootstrap

Una técnica alternativa, para estimar la matriz de covarianza y otras medidas de precisién
de los estimadores es utilizar el método de Bootstrap Efron, (1982). El bootstrap es un
método basado en computacién intensiva, el cual sustituye un considerable costo de cémputo
en lugar de andlisis tedrico, y permite responder a preguntas que serfan muy complicadas
usando métodos analfticos.
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Observaciones censuradas. Algoritmo EM

En esta seccién abordamos el problema de las listas que contienen datos faltantes. Dado
que no es posible escribir de manera sencilla la distribucién para este caso, se recurre a
algoritmo EM Dempser, Laird, & Rubin, (1977) para estimar los pardmetros. Para la
implementacién de este método al presente trabajo ver Peraza (1995).

Ejemplos

Murciélagos de Chajul

Este ejemplo corresponde a la lista de especies de murciélagos reportadas por Medellin
(1986, no publicada) de la Estacién Biolégica de Chajul en la selva lacandona de México.

Para este problema el resultado estimado del nimero total de especies es muy semejante
al reportado por Soberén y Llorente. Sin embargo, claramente constituye una ventaja el
que el modelo desarrollado en este trabajo no se requiere conocimiento a priori sobre las
condiciones generales de la zona de trabajo que determinen cudl modelo seleccionar. Esto
es importante, pues permite aplicaciones mas generales fuera del contexto de ecologfa.

Mariposas de Pakitza

Soberén et al. (1992) analizan los datos de una coleccién de 200 horas/hombre (durante
septiembre de 1989) en la estacién biolgica Pakitza, en Perd. Soberén y Llorente comentan
que el modelo logaritmico es el mas adecuado para extrapolar argumentando razones de tipo
biolégico.

Estos datos constituyen un ejemplo de una lista censurada . Los estimadores de los
parametros aplicando el algoritmo EM con el modelo desarrollado en el presente trabajo
son k = 981; & = .677887 y ﬁ = 74.9913. Es decir, se estiman 981 especies contra los
valores asintéticos de 890 y 611 del modelo de Clench y exponencial, respectivamente.
Existe una observacién muy interesante en que Robbins (en comunicacién personal con
Soberdn) reporta en fecha muy posterior, la lista en 565 horas/hombre, acumuldndose 979
especies. Este tltimo valor es muy cercano al nimero total estimado por nuestro modelo y
excede los estimados con el modelo de Clench y exponencial.

Conclusiones generales

El modelo presentado en este trabajo, constituye una nueva alternativa para resolver el
problema de modelar la relacién entre esfuerzo y ntimero de especies acumuladas. El hecho
de tomar en cuenta la naturaleza discreta de las unidades de esfuerzo y el considerar en la
modelacién que sélo tienen relevancia directa las probabilidades de captura, lo hacen mas
realista y de méas facil interpretacién.

Por otra parte, es de importancia el contar con intervalos de confianza para los pardme-
tros.
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El contar con una férmula para el valor esperado condicional a lo observado constituye
una ventaja clara sobre los otros métodos. Debe parecer obvio que para efectos de prediccién
o extrapolacién a futuro esta expresién es la méas adecuada, ademds de que se modela la
relacién entre esfuerzo y captura. Estas cantidades que usualmente no se consideran, son
expresiones muy sencillas de calcular bajo el enfoque dado. El obtener ademés una solucién
para el caso de las observaciones censuradas fue muy importante, dado que esta situacién
se presenta de manera frecuente.

Sin embargo, el usuario debe tener conocimientos amplios en programacién para im-
plementar los algoritmos requeridos. Esta caracteristica no se presenta en los modelos de
acumulacién de especies referidos por Soberén & Llorente (1992), en los cuales se ocupan
técnicas implementadas en la mayoria de los paquetes estadisticos existentes.
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Estimacién de la media poblacional usando informacién auxiliar
desfasada: una comparacién de siete procedimientos de estimacién
BLANCA ROSA PEREZ-SALVADOR
Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa
IGNACIO MENDEZ RAMIREZ
Instituto de Investigaciones en Mateméaticas Aplicadas y en Sistemas, Universidad
Nacional Auténoma de México

Introduccién

La informacién auxiliar puede mejorar la precisién de una estimacion, especialmente cuando
est4 linealmente asociada con la variable de interés. Por ejemplo, el ingreso familiar prome-
dio puede tener como variable auxiliar, al nimero de habitantes en la zona de estudio. O
sea que si Y representa al ingreso y X al nimero de habitantes de una zona geogréfica,
entonces para un cierto rango de X, se espera que

Y=a+8X +e¢,

donde X y Y son contemporaneas; a y @ son constantes y € ~ N(0, g2)

Bajo este modelo, los valores de X pueden mejorar la precisién de las estimaciones de
u =Y. Pero, si los valores de X son de un censo levantado ahos atrds, entonces podria no
ser asi.

Para analizar los efectos del uso de informacién no contemporanea, se calcularon y
compararon las precisiones y exactitudes de siete procedimientos de estimacién.

En lo que sigue, las letras mayisculas definen conceptos poblacionales, mientras que las
letras mintsculas, conceptos muestrales. ( Ejemplo: N representa el tamafio de la poblacién
mientras que n representa el tamafio de la muestra).

El modelo

De acuerdo al problema, existen tres variables:

Y, la variable de interés. (Desconocida)
X, la variable auxiliar, contemporénea a Y. (Desconocida)

X', la variable auxiliar, no contemporanea a Y. (Conocida)

tales que: X = X'(A+Z)yY =a+BX +¢; con A, ay B constantes desconocidas, Z y ¢
v. a. tales que E(X|X') =X'Ay E(Y|X') = a+ BX'A.
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TABLA 1. Procedimientos de estimacién

Forma del estimador Nombre Meétodo de muestreo
M=y promedio | muestreo simple aleato-
simple rio, sin reemplazo (mai)
fp=X 1 Estimador mai sin
de razén reemplazo
fi3 =7— (mi(; E)_(;;; 9) (z - X) Estimador mai sin
de regresién reemplazo
=\ 8 - v Primer
ja=79 (}5—") ;6= % (a:,(;)_(g% £ estimador mai sin
de Swine reemplazo
- Segundo
fis =7 ——2—x estimador maij sin
s =Y Zrx(1-5) A
de Swine reemplazo
= ) muestreo con probabilidad propor-
[ =% > }f‘ cional al tamafio, con reemplazo
. Estimador muestreo con proba-
fir = X% de razén bilidad proporcional al
insesgado tamafho agregado

Procedimientos de estimacidon

e Cada estimador es una funcién de las variables contemporaneas X y Y, excepto fij;
asi, fi; sirve como un control, dado que no usa la informacién auxiliar.

® [ip y fi7 tienen la misma forma pero diferente método de muestreo.
e Sélo fi1, fig y fir son estimadores insesgados.

e Cuando |G| < [7], 6 = 1y, fia y fis = fig, el estimador de razén; y cuando 1617 < |7,
entonces § = 0y, fia y fis = [i1, el promedio simple. (8y y B son los estimadores de
minimos cuadrados del modelo lineal, Y = Gy + 51 X + ¢€).

Para adaptar los procedimientos de estimacién al problema, se consider6 que:

. ~ R <F — | <7/
1. En las expresiones de fi;; se remplazan los valores de X, T y z; por los valores de X,
7' y zl, respectivamente. Esto es, “X no se actualiza.”

. ~ <F b2
2. En las expresiones de fi;, se reemplazan los valores de X por los valores de X, y
se miden los valores de z;. Esto es “ X se actualiza”. El método resulta més caro,
porque se muestrean dos valores, z; y y;; ademas, fig y i ya no son insesgados.

La simulacién

Para la simulacién se ejecuté un programa que:
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e genera 200 valores para X y Y con basé en 200 valores dados para X'. (En particular
los datos de entrada cumplen que X = 28268.56 y ox: = 41 056.95.)

e selecciona 20 unidades muestrales considerando los diferentes esquemas de muestreo
y se estima ji;. Este procedimiento se realiza 100 veces.

e Con los 100 valores del proceso anterior se estima la precisién y exactitud de ;.
Para generar X, se consideré:

e Dos valores para A

1. A=1. Lo que significa que E(X) =X".

2. A= ¢e%1%, El crecimiento poblacional al 2% durante 7 afios. E(X) = X'el14,
e Dos distribuciones para Z:

1. Z ~U(~a,a) cona=0.050.1,03y 04.
2.y Z~ N(0,a?) cona=0.050.1,0.3 y0.4.

Para generar a Y, se consideré:

e Tres valores para oz 1) a=0. 2) a=100. y 3)a=10000.
e Cuatro valores para ¢: 10, 100, 1000 y 10 000.

e Un valor para (3 igual a 2.

También se consideré actualizar y no actualizar a X.

Los criterios de comparacién son:

® 5eSZO0 EINPITICO .« .ottt t ittt e e l Sesgoy, = Q; — ;d
® Desviacién estandar empirica .........c..coviiiiiiiiiiiiiiiaan., Sp; = Z%ﬁ—i)
e Fl error cuadrético
2
medio empirico (ECM) .......coviiiiiiiiiiiiii e, ECMp, = ZLT(‘)O—“)
® Y el coeficiente de variacién empirica (CV) .................ovees CV = RMEE‘Z ‘
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Fig. 1
X=X'(1+2)

X no se
actualizé

in|Sesgo(fii)|

Fig. 2
X = XI(60.14_+_ Z)

X no se
actualizo
Fig. 3
X=X(1+2)
X se
actualizé
I =~ —- fiz
Fig. 4 T =7 A
- i : e
X:X’(60'14+Z) J EEEEERES 1 —--ﬂ4
T . T . ~
X se 1 : T : - Zs
actualizé + : I : — hs
Pa— o
0 10? 10* 0 102 104
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TABLA I1
l X=X(1+2) ]
X no se actualiza X se actualiza

El sesgo, la desviacién estandar (DE) || Cuando o = 0, fg, fi3, fis, fig fi7
y el error cuadratico medio de los esti- || son “buenos” estimadores; cuando o =
madores es “grande”. 10000, fi3 es el mejor estimador.
Conclusién: conviene actualizar a X.

fig es mejor cuando & = 0y fi3 es mejor cuando o ~0.

Resultados

Para cubrir todas las combinaciones, se efectuaron 384 corridas del proceso de simulacién
previamente ilustrado. Debido a la falta de espacio s6lo se muestra la grifica de unas
cuantas corridas. Las funciones de distribucién de Z y € son Z ~ N(0,0.1) y € ~ N(0,100)
para todas las gréficas. Ademds se utilizé una escala logaritmica.

Los resultados més importantes se resumen en las siguientes tablas.

TABLA II1
X = XI(€0.14 + Z)
X no se actualiza X se actualiza
la desviacién estandar (DE) el sesgo y || La DE es “pequefia”, pero el sesgo y el
el ECM son “pequefios”. ECM es “grande”.

LConclusién: no conviene actualizar a X, a menos que el sesgo se corrija. ]

En esta 1ltima tabla, se observa que cuando en promedio X cambia “mucho” respecto
a X', es mejor no actualizarla. En este caso, el mejor estimador parece depender de o y de
Oy, como se muestra en la tabla IV.
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que X se actualice y X = X'(e%14 + Z).

a=0y 100 a = 10000

(£0.1% of oy) (2 10% of oy)
o =10, 100 1000 || El mejor procedimiento El mejor procedimiento
(£ 1% of oy) es 6 es 3
o = 10000 Los mejores procedimientos | El mejor procedimiento
(22 1% of oy) son3,6y7. es 3

Finalmente, la siguiente tabla orienta al investigador c6mo elegir €l procedimiento de

estimacién con base en los datos de una muestra piloto.

TABLA V Eleccién de acuerdo a los valores de A y wa

Hyo: A=1wvsHy: A#1
si no es significativa, | si es significativa,
actualice a X y no actualice a X y
Hy: a=0 si no es elija elija
vs significativa P2y 23, f6, Y fi e
si es elija elija
H,: a#0 || significativa I3 ' i3




Calculo de la tasa de riesgo
FraNcisco PABLO RAMIREZ GArciA & MARISA MIRANDA TIRADO
Gerencia de Ciencias Bésicas e Investigacién Prospectiva, SGIDTTI,; Instituto Mexicano
del Petréleo

Introduccién

En todo proyecto de inversién se debe contemplar un riesgo. Es por ello que los inversionistas
consideran invertir en varios proyectos a la vez, de tal forma que se minimice el riesgo de la
pérdida total del capital de ﬁnancia}niento, es decir, dividir los riesgos a que el capital esta
sujeto. Esto es equivalente al dicho “los huevos no se deben poner en una sola canasta”.

Los procedimientos usados para evaluar financieramente los riesgo inherentes al capital
por lo general no contemplan indicadores mateméticos que involucren a todo los proyectos
en el portafolio de inversiones. Sin embargo, en el anélisis financiero se examinan diversas
metodologias como el Valor Presente Neto (VPN), la Tasa Interna de Retorno (TIR), la
Relacién Costo-Beneficio, el Modelo de Asesoramiento del Precio de Capital, Modelo de
Evaluacién de Dividendos y el Modelo de Gordon (Powell, 1986), las cuales se aplican para
responder si un proyecto que serd apoyado financieramente daré un beneficio positivo.

Para analizar carteras de inversién, ha sido necesario generar diversos estudios que
conformen escenarios més amplios en los que la inversién de capital global dé un beneficio
positivo; sin importar que algunos de los proyectos en la cartera se cancelen, no reporten
dividendos o no sea factible su implementacién a nivel industrial, a lo que se denominara
proyectos nulos o rojos. A continuacién se ofrece una metodologia que permite dar solucién
al problema, para ello se utiliza el método de evaluacién del VPN, debido principalmente
a las ventajas que tiene sobre otros métodos, tales como sencillez, unicidad, aditividad, su
amplio uso para evaluar proyectos de inversién y por contemplar la recuperacién de capital
independiente del coneepto de depreciacién de bienes de capital.

El VPN permite determinar el beneficio en capital, a valor presente, sobre la inversién
en base al flujo de efectivo futuro que éste generard y compararlo con los desembolsos
requeridos (Coss, 1993), mateméaticamente se representa como:

» FE; - I;
,n Jz=:1 (1 + 2)3
donde:
I; Inversién requerida en el afo j,
7 Tasa de interés,
n Duracién de la cartera de proyectos,

FE; Flujo de Efectivo del aho j.

Cuando el VPN es menor o igual a cero se rechaza el proyecto; de lo contrario, la
inversién proporcionard una ganancia.
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Planteamiento

Dado un portafolio con m proyectos, de los cuales sélo s llegan a su fin, es decir, los ntimeros
“negros” en el portafolio, ;Cuél debe ser la tasa de recuperacién en los proyectos negros (s),
de tal forma que se recupere la inversién en los proyectos rojos (m—s) y dé un beneficio en la
inversién total del portafolio? La recuperacién de capital se debe contemplar independiente
del concepto de depreciacién de bienes de capital.

En base al VPN del portafolio de m proyectos se desea encontrar la tasa de inversién que
contempla que los proyectos terminales recuperen la inversién global, a la cual se denominara
una tasa’de riesgo (r), que es mayor a % la Tasa Minima Atractiva de Rendimiento:

VPN ) = VPN=F (2)

p=i,n p=rn)

donde: k = proporcién de proyectos que llegan a su fin (0 < k < 1);
kFE; —
VPN} -
NN TS

En el caso de hacer la inversién solo -una vez, al inicio de los proyectos, entonces Iy =
Z I y

m n FE;
VPN’° = 2 _ Jo.
; four (147r)
Empleando 2 se tiene
VPN =k [VPNE + 1| — T, 3)

Ejemplos

Para mostrar el procedimiento se ilustra a continuacién con dos ejemplos el célculo de la
tasa de riesgo, cada uno con un paquete de 10 proyectos:

Cuando los flujos de efectivo sean iguales para todos los anos, es decir, F Ej = FE,; para
toda j (Ejemplo 1) o cuando los flujos de efectivo sean iguales para todos los proyectos, es
decir, FE;; = FE; para toda ! (Ejemplo 2) y FE = ¥ FE;;. En ambos casos el VPN
se reduce a:

—(1+)™"
VPN,;,n = FE%tl)— - 10 5 (4)
—_ )™
VPN, = kppt= LY (lj D g, (5)
Utilizando la ecuacién (3), la tasa de riesgo (r) es tal que:
_ —-n _ =7
1 (l:-r) —kl (li—{—z) —0 (6)

cuya solucién se encuentra por métodos numéricos.

De estos ejemplos se puede observar que:
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Ejemplo 1
Inv. Inidd
ANO 1994 1995 1996 1997 1998 1999
Flulo Efec (81,00 $325 8325 $325 $325 $325

i= 15.00% TIR= 18.72%
VPN= $77.78

Sik= 0.7 = 31.97%
Sik= 0.9 = 19.60%
Ejemplo 2
Inv. Inidd
ANO 1994 1995 1996 1997 1998 1999
Flujo Efec. ($1,000) $300 $378 $450 $525 | $600
i= % TIR= 30.13%

| VPN=_ $381.55 | .

Sik= 0.7 r= 31.97%

Sik=_0.9 [= 12.60%
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A mayor proporcién de proyectos que llegan a su fin, menor tasa de riesgo.

e Si k = 0 entonces r tiende a infinito.
e Si k=1 entonces r = .

A mayor VPN, mayor TIR (En este caso es posible calcular el TIR, dado que sélo se
realiza una inversién al inicio de los proyectos).

Modelo de actualizacién bayesiana

Dentro de una cartera de inversién, la realizacién de uno de los proyectos no depende de
lo que suceda con los demés, es decir, se considera que los proyectos son estadisticamente
independientes. Es posible agrupar los proyectos en carteras de inversién, de tal forma
que cada paquete contenga exclusivamente proyectos con la misma viabilidad, es decir, que
cumpla con el supuesto de estacionalidad. De esta forma, el éxito o fracaso de una cartera
de inversién se puede contemplar como un proceso Bernoulli.

Para obtener la distribucién de la fraccién de proyectos que llegan a su fin (K), de una
cartera dada, se emple6 un procedimiento Bayesiano. La distribucién apriori de K se supuso
como uniforme y como normal con pardmetros (i, o) y se aplica al ejemplo 1 desarrollado
en el inciso anterior, suponiendo que solo 7 proyectos llegan a su fin; o son negros.

Distribucién uniforme

Donde X es [0,1] y la muestra obtenida es de tamafio m, en la cual resultaron s éxitos
(X = s); entonces, haciendo uso de los métodos Bayesianos, la distribucién aposteriori de
K es una distribucién 8(s + 1,m —s + 1) :

P(K\ X =s) = %ks(l — k)™ 1)
oon T— (s+1) v U2=(m~s+1)(s+1)
(m + 2) FT m 4 3)(m +2)?

Al aplicar estos resultados al ejemplo 1, con £ = 0.7 (m = 10 y s = 7), se obtienen las
distribuciones a prior (uniforme) y aposteriori (,B (8,4), conk =067y o’ = 0.36) de la
figura 1.

Distribucién de la tasa de riesgo

Para obtener la distribucién de la tasa de riesgo (R) basta con aplicar la transformacién dada
por la ecuacién (6) y utilizar métodos numeéricos para obtener la distribucién aposteriori,
considerando dos aspectos:
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Figura 1: Distribuciones de k
7 éxitos de 10

3 j—
25+
21 —PIK]
05+ / 5
0 } %
0 0.5 1

e La funcién de probabilidad de una transformacién monétona continua deja a la funcién
de densidad inalterada salvo una constante de normalizacién.

e E] cambio inherente a la transformacién monétona, conlleva un cambio de escala, el
que en el anilisis matematico se representa por el Jacobiano de la transformacién.

Al realizar la transformacién correspondiente a la fraccién de proyectos que llegan a su
fin respecto a la tasa de riesgo, la funcién de distribucién aposteriori (7) se modifica como
se muestra en la figura 2. La gréfica sélo corresponde al intervalo [0, 1], dado que la mayor
parte de la informacién se encuentra en este intervalo. No obstante que la variable aleatoria
R tiene dominio [0.15, 0], el que corresponde al dominio de K[1,0].

Conclusiones

Es posible cuantificar el riesgo de un paquete de inversién en dos puntos:

e La informacién personal acerca del proyecto de inversién (grados de creencia; Lindley,
1969).

e Experiencia en proyectos de inversién con riesgos similares.

Los métodos Bayesianos permiten agregar la informacién obtenida del segundo punto a
la informacién personal (primer punto) que se expresa como la distribucién apriori. Ademas
es posible conocer la probabilidad de que el VPN sea positivo, utilizando métodos de sen-
sibilidad (Montecarlo).

Una ventaja del método Bayesiano es que permite generar criterios en base a probabi-
lidades de éxito en la cartera seleccionada; estos criterios pueden ser:
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Figura 2: Distribuciones de la tasa r
7 éxitos de 10

3 - TMAR
25 1

2t ——FR]
154 —piR|X]

05 T+

e Si P[R > TMAR] > 0.90 entonces se acepta la cartera, al implicar que se corre
un riesgo pequefio de no alcanzar el rendimiento interno de retorno del paquete de

proyectos.

e Si P[R < TMAR] > 0.20 entonces existe un gran riesgo de perder la inversién inicial
en el paquete, por lo que se debe rechazar.

De la figura 2 se obtiene que P[R > TM AR] = 0.9887, indicando que una tasa mayor
ala TMAR en el 98.87% de los casos
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Estimacién no paramétrica de la funcién de supervivencia bivariada
MAR{A DEL REFUGIO RIVERA RENDON
UACPyP-Instituto de Investigaciones en Matemaéticas Aplicadas y en Sistemas,
Universidad Nacional Auténoma de México y A.C. Nielsen

Introduccién

1En el anélisis de supervivencia multivariado se miden k diferentes tiempos de falla en el
mismo individuo o un tiempo de falla en k individuos diferentes pero que estén asociados,
formando para cada observacién un vector de k entradas, y cada una de las coordenadas
esté sujeta a censura con la misma estructura del caso univariado.

El desarrollo del anélisis de supervivencia multivariado es ain incipiente. La parte mas
compleja es la construccién de estimadores en el caso bivariado ya que la generalizacién a
més dimensiones es inmediata.

En el presente trabajo se esbozardn dos de las propuestas de estimacién no paramétrica
de la funcién de supervivencia bivariada para datos censurados, basadas en el estimador
Kaplan Meier de la funcién de supervivencia univariada.

Campbell (1981)

Supone censura aleatoria para las componentes (77,7%) y que las censuras ocurren inde-
pendientemente de los tiempos de falla. Propone dos estimadores , el més interesante esté
basado en los desarrollos de Efron (1967) acerca de la funcién de autoconsistencia.

En el caso bivariado tenemos 4 posibles resultados para cada pareja: que los 2 sujetos
fallen, que el primero falle y el segundo sea censurado, que el primero presente censura y el
segundo falle, y por dltimo, que los 2 individuos presenten censura.

Para construir la funcién de verosimilitud, se definen:

6;; = Nimero de parejas en que los 2 sujetos mueren, el primero ¢; al tiempo y
el segundo-al tiempo ty;

aj; = Nimero de parejas en las que el primer sujeto es censurado al tiempo t;;
y el segundo presenta falla al tiempo 2y,

Bi; = Numero de parejas en las que el primer sujeto presenta falla al tiempo
t1; y el segundo es censurado al tiempo %o;.

Aij = Namero de parejas en las que los 2 sujetos presentan censura, el primero
al tiempo ty; y el segundo al tiempo ty;.

'Parte de la tesis de Maestria en Estadfstica e Investigacién de Operaciones de oa UACPyP del CCH e
IIMAS-UNAM.
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La funcién de verosimilitud propuesta es:

1 J
= bij gri s pbii
L=TTTI 4585 Q5 R
i=1j=1

donde:

S;; =Es la probabilidad de que el primer individuo sobreviva méas all4 del tiempo
T1; y el segundo individuo sobreviva més alld del tiempo ty;.

Aij = Si+55-1,j-1—S;, j—1—55—1, ; es la probabilidad de muerte en el rectdngulo
(tli—ﬂtli] X (tQj—l’t2j]

Qi; = Sij—1 — Si; es la probabilidad de muerte en el recténgulo (t;,,00] x
(t2j-1 ) t2j]

R;; = S;—1,; — Sij es la probabilidad de muerte en el rectdngulo (t;
(t2j ’ oo]

tli] X

i-1)

Para maximizar L y estimar S;; por méxima verosimilitud, para valores fijos de 6;5, Aij,
as5 ¥ Bij se deriva el log(L) con respecto a S;; y se iguala a cero, obteniéndose una ecuacién
que al resolverse no se tiene una expresién cerrada para S'ij , se propone resolverlo por un
método iterativo, por ejemplo el algoritmo EM.

La idea de autoconsistencia de Efron en este caso se refiere a que el estimador de S;;
cumpla con la siguiente ecuacién:

. il Ry, Smax (i, k) ,max (5.1
nSij=Nij+ZaklgL+Zﬂkl—A—]+Z/\kl ( ,S) G (1)
1>; Kookse Br ko ki
k<i 1<j I<j
donde:
Qi="5j-1-8y, Rij=81;-8;yNij=3 8+ > ap+d B+ M.

k>i k>i k>3 k>i
I<j I>j5 1>j >3

Este estimador tiene la propiedad que en el caso de no censura se reduce a la funcién
de supervivencia empirica. Tiene saltos {inicamente en los puntos de doble falla o en el
dltimo valor censurado en ‘tualquier dimensién. Es generalizable a més dimensiones. Una
desventaja que se le atribuia era la complejidad del célculo por no tener una expresién
cerrada y resolverse por medios iterativos, en la actualidad ya no se considera un problema.

Dabrowska (1988)

Propone un estimador para la funcién de supervivencia bivariada basado en las ideas de
Aalen y Johasen (1978) y de Gill y Johansen (1987) quienes sugieren expresar a la funcién
de supervivencia univariada como producto integral de la funcién acumulada de riesgo. Se
busca una representacién similar para el caso bivariado construyendo un vector con entradas
que representan la funcién de riesgo acumulado correspondiente a falla simple y doble.
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Se expresa la funcién de supervivencia bivariada en términos de la funcién acumulada
de riesgo bivariada y se usa el principio de substitucién, es decir, se reemplaza el estimador
Kaplan-Meier en su forma de producto integral.

Sean T = (T}, T) un par de variables aleatorias no negativas y continuas definidas en
un espacio de probabilidad (Q, F, P) y sea S(t1,t2) = P[T} > t1, Ty > tg] la correspondiente
funcién de supervivencia conjunta.

Por una funcién de riesgo bivariada entenderemos un vector de funciones dado por
A(t1, t2) = A1o(t1,t2), Ao1(t1,t2), A11(t1t2) donde Ajp representa el riesgo de que la primera
componente falle en t; y la segunda sobreviva a t9, Ag; de que la primera sobreviva a ;1 y
la segunda componente falle en ty y A\11 de que se presente falla simulténea al tiempo ¢; en
la primera componente y al tiempo £ en la segunda.

Las correspondientes funciones de riesgo acumulados se definen a partir de las anteriores.
La funcién de supervivencia bivariada S(t;,t2) se expresa en términos del vector de riesgo
acumulado

A(t1,ta) = (A1o(t1, t2), Aoa(t1, t2), Ara(t, t2))

como sigue:
{1 t2
S(t1,t2) = S(t1,0)5(0,t9) exp {/0 A A1 (u,v) = Aoy (u,v) Aro (w,v) dud'u} , (2)

En donde S(t1,0) representa la funcién marginal de supervivencia correspondiente a la
primera componente y S(0,t2) a la segunda componente.

Bajo un esquema de censura aleatoria, un candidato natural para un estimador de la
funcién de supervivencia bivariada es:

S (t1,t2) = 8 (t1,0) S(0, ta) II ( L ((uim1, 4] X (vJ—l’UJ]))
O<ulty
O<v<ty

donde S (t1,0) y S'(O, t9) son los estimadores K — M usuales:

S(t1,00 =[] (1 — Kio ((ui-1, i) 70)),

u<ty

S(0,) = ] (1 — Ao (0, ('Uj——lavj]))

v<ts

é ((ws—1,ui] * (vj—i’vj]) u
= Ao ((wim1,w],v5) Aor (i, (vj—1,v5]) = Anr ((wim1, s (vj-1,3)) -

Notar que las marginales de S (t1,t2)son los estimadores K — M univariados. El es-
timador S (t1,t2) no depende del orden que se la haya asignado a las componentes. En
ausencia de censura se reduce a la funcién de supervivencia empirica. Es un estimador
consistente. La extensién al caso general con k componentes, se hace de forma inductiva.

Este es uno de los mejores estimadores que se tienen hasta ahora pero Pruitt (1988)
analiza los casos en los que se asigna probabilidades negativas.
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Deteccién de observaciones discrepantes en observaciones Poisson
SiLvia Ruiz VELASCO ACOSTA

Instituto de Investigaciones en Mateméaticas Aplicadas y en Sistemas, Universidad
Nacional Auténoma de México

Introduccién

En estudios epidemiolégicos es comiin buscar observaciones discrepantes grandes, es decir en
un solo lado, por ejemplo: tenemos datos de céncer en diferentes sitios y sélo nos interesan
los sitios en que existen més casos que los esperados, no los sitios en que existen menos
casos que los esperados. En particular si tenemos una serie de observaciones Poisson con
denominadores conocidos, es decir tenemos Y3, ..., ¥, variables independientes Poisson cuya
media es Ag,, ..., Ad,,, con A desconocido y d; conocidas.

Si denotamos como S la variable aleatoria que representa a la suma de las observaciones,
entonces condicionalmente en S =} Y; los conteos Y7, ..., Y, tienen una distribucién multi-
nomial con indice s = 3" y;, y con probabilidades (di/ > d;,...,dn/ Y d;).

Escribiendo a; = d;/ > d;, entonces marginal en las otras celdas, Y; tiene una dis-
tribucién binomial con media sa; y varianza sa;(1 — a;). Esto sugiere definir un residual

estandarizado como
R; Y; — sa;

T sa;(1 —a;)’

que corresponde a un residual de Pearson, o en su caso como

R =2 (vaog (30 ) + v (377

que corresponde al residual de la devianza.

Podrfamos entonces definir como estadistica de prueba T' = max R; o V = max R;. El
nivel de significancia exacto puede encontrarse usando la distribucién multinomial, o bien,
un nivel de significancia aproximado para T ( o V') puede encontrarse como

P(T > t) = (F(-t))".

Alternativamente siguiendo el trabajo de David y Borton (1962) podriamos encontrar
una aproximacién asintética mejorada en el caso en que las a; sean iguales. Si definimos

Ii={ 1siY;>m

0 en otro caso’

entonces M = Y I; representa el nimero de celdas que contienen al menos m + 1 objetos.

Para algin A fijo es posible probar que cuando m y n tienden a infinito para cualquier %,
E(M®) = A¥(1 4+ O(1/m)) por lo tanto la funcién de distribucién de m puede aproximarse
como

P(m)=PM=0)=e*=¢e"*
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donde = E(M).

Es posible generalizar este argumento al caso en que las probabilidades son diferentes.
Definiendo

{ 1si R; >t
I; =
0 en otro caso
y
M(t) = L(t),

entonces

E(M(t)) = Y E(L(1)),
donde

B(L®) = sCu(a)*(1 — @)™ u=1t],..,s.

u

Si ¢ es grande la distribucién de M(t) esta cerca de la distribucién Poisson, es decir,
definiendo E(M(t)) = p(a, t), tenemos

P(M(t) =0) = P(T < t) = e"#®),
por lo tanto el nivel de significancia es aproximadamente
1 — e"l"'(a,t)~
La distribucién de M(£) puede mostrar subdispersién relativa a la distribucién Poisson.

Esto implica que la aproximacién de P(M(T') = 0) puede ser grande y por lo tanto el nivel
de significancia se exageraria.

Por tal razén se utilizé una expansién de Charlier (tipo B) para ajustarlo. En este caso
la distribucién que aproxima a la Poisson estd dada por

)

c;Vip (z, —1)
f($)=z J p(]')( )

donde V7 es el operador diferencia aplicado a la distribucién Poisson, los coeficientes c; se
obtiene igualando los momentos de la variable aleatoria Poisson con los momentos de f(z).
En este caso sélo se corrigié utilizando dos términos.

Para evaluar qué tan bien funcionan las aproximaciones, en el caso de igualdad de los
d; se evaluaron las tres aproximaciones con el valor real obtenido a través de la funcién
multinomial y en el caso de diferentes d;, con los resultados de 5000 simulaciones. Las
simulaciones se realizaron para diferentes niimeros de celdas (5, 20), para diferentes indices
de la distribucién multinomial (4,6,...,20), para diferentes valores de t(1,...,4) y para
diferentes distribuciones de las d;. En términos generales la aproximacién Charlier siempre
es la mejor, aunque cuando ¢ es igual a cuatro, la aproximacién Poisson coincide con la
Charlier. Por otra parte la aproximacién normal funciona adecuadamente cuando el valor
de t es igual a uno y a medida que el indice de la distribucién multinomial se incrementa.
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Posibles generalidades

Caso de dos o mas factores

En este caso suponemos que Y;; son variables independientes Poisson con medias d;;A;u;,
por ejemplo datos de grupo de ocupacién y tipos de céncer y lo que nos interesa es también
residuales grandes. Una manera de atacar el problema seria considerar las poblaciones por
separado. Otra manera seria considerar la distribucién de las celdas dados los marginales,
lo cual es bastante més complicado que en el caso de un solo factor.

Sobredispersion en los datos

Es comtn que los datos presenten sobredispersién, es decir una varianza mayor a la esperada
bajo la suposicién de distribucién Poisson. Una forma en que se puede atacar este problema
es suponiendo un componente aleatorio, 7;, tal que

E(Yi|m) = Adim,
V(Yilm) = Adims,
E(Y:) = Ad;,

V(Y:) = Ads + (Adi)?V ().

Si el objetivo es estimar el pardmetro de sobredispersién, existen diversas formas de hacerlo,
las mas comunes son por medio de componentes de varianza, o bien componentes de varianza
en la transformacién log(Y;+1/2). Un enfoque paramétrico a este problema, es suponer una
distribucién para el componente aleatorio, 7;, con media uno. En particular si suponemos
una gamma con media uno la distribucién de Y; es una binomial negativa.

Cuando el interés es encontrar observaciones discrepantes de este tipo de distribuciones,
el enfoque paramétrico permite repetir el anélisis anterior definiendo

_ (Yi—E(Yin, T Y= s)\"?
RL—( V(Yiln, X Yi=s) )
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Andlisis y diagnéstico bayesiano de regresién
ANA TURRENT Y MANUEL MENDOZA
Departamento de Estadistica y Actuaria, Instituto Tecnolégico Auténomo de México

El modelo de regresién lineal

La popularidad del modelo de regresién lineal es atribuible a que es un modelo sencillo que
intuitivamente parece adecuado en muchas situaciones, lo mismo que a la facilidad de su
analisis sin importar el enfoque, frecuentista o bayesiano, que se adopte.

Como es bien conocido, a grandes rasgos, un modelo de regresién lineal miiltiple consiste
en la siguiente estructura. Sea X, Xs,.., Xp_1 una coleccién de variables cuyo valor se
cree tiene influencia sobre el valor que toma otra variable Y. Una vez fijos los valores de
X1,Xa, .., Xp—1, larelacién entre estas variables (explicativas) y la variable Y, (de respuesta)
se describe, al menos en forma aproximada, con la expresion

Y=01+0:X1+03Xo+- +6pXp1+¢

donde,
i) 61,09, ...,6, son los pardmetros de regresién desconocidos.
il) € es un error aleatorio con media cero y varianza desconocida.

Tradicionalmente se supone que el error se distribuye como una Normal y que los e-
rrores para distintas observaciones no estdn correlacionados lo que, aunado al supuesto de
normalidad, implica que los errores son independientes. Si se cuenta con una muestra de

tamaho n de las variables Y, X, X»,...,X,_1, esta muestra puede expresarse como
Y=X0+¢
donde,
Ynx1 = (¥1,%2,.--,Yn)’ un vector de observaciones de la variable Y, dimensién
n X 1.
1 11 ... ZTip-1
1 1 ... Top-1
anp = . . .
1 ZTnl ... Tpp-1

una matriz de dimensiones n X p y rango completo (p), que incluye una columna
de unos cuando esté presente el término independiente en el modelo.

Opx1 = (61,03, ..,6p)" un vector de pardmetros desconocidos de dimensién pzl.

Enx1 = (B, By, ...E,)' un vector de errores aleatorios E; ~ N(0,7~!) indepen-
dientes.
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De los supuestos anteriores se sigue que la distribucién de probabilidad o verosimilitud
asociada a las observaciones en Y, dados los pardmetros 7 y 8 y las observaciones de las
variables explicativas contenidas en X, es una Normal n-variada con vector de medias X6
y matriz de covarianzas 7 1I,x,. Es decir, el modelo de regresién lineal miltiple se reduce
a la estructura

Y|X, 0,7 ~ Nu(X0,7 k).

Anadlisis de regresion bayesiano

Para proceder al anélisis del modelo desde una perspectiva bayesiana, es necesario reflejar
las creencias iniciales sobre 6 y 7 en una distribucién de probabilidad a priori: p(6,7). A
partir de esa distribucién y mediante la aplicacién del Teorema de Bayes se puede obtener
la distribucién posterior de 8 y 7 :

P(Y|X,0,7)P(8,7)
P(Y|X)

P(0,7X,Y) = x P(Y|X,8,7)P(6,T).

En el modelo P(0,7|Y,X) estd contenida toda la informacién disponible sobre los
pardmetros, tanto la proveniente de la muestra observada como la que describe las creencias
a priori. Desde el punto de vista bayesiano, cualquier inferencia que se produzca sobre 6
y T se basa en esta distribucién y por lo tanto reflejard necesariamente la informacién que
ésta contiene.

Los modelos de regresién lineal se utilizan fundamentalmente con al menos uno de los
siguientes dos propdsitos:
i) Analizar la relacién de la variable de respuesta con las variables explicativas,

ii) Predecir el valor de la variable de respuesta para un conjunto de valores de las variables
explicativas.

En particular respecto al segundo apartado, el problema de prondstico se puede plantear
de la siguiente manera. Sea y* el valor de la variable respuesta que corresponde al vector
fijo y conocido z de variables explicativas, (zpx1 = (1, 21, 22, .., 2p—1)’). Entonces,

P@*|Y,X) = / P(y*|z,0,7) P(6, 7Y, X) drdf

donde p(y*|z, 8, 7) es la distribucién de probabilidad condicional asociada a y*, que bajo el
supuesto de normalidad y no correlacién de los errores es una Normal univariada con media
z'0 y varianza 7~1. Para obtener un pronéstico puntual §* del valor que tomar4 la variable
respuesta dado el vector z se procede como habitualmente en un problema de estimacién
puntual bayesiano.

Diagnéstico del modelo de regresién lineal

El procedimiento bayesiano para obtener la distribucién posterior de los parametros y pro-
ducir inferencias es un procedimiento ptimo y por lo tanto la validez de los resultados
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depende exclusivamente de que el modelo y los supuestos en los que se basé éste sean
correctos. Més en general, en Estadistica y bajo cualquier enfoque que se aplique, es abso-
lutamente necesario realizar diagndsticos sobre la validez de los supuestos involucrados al
ajustar a una serie de datos un modelo particular.

Tipicamente, para diagnosticar un modelo sélo se cuenta con el conjunto de observa-
ciones con las que se ajust6 el modelo, bajo el supuesto de que todas provienen del mismo
modelo desconocido, y con el modelo ajustado, que, bajo el enfoque bayesiano, consiste
bésicamente en la distribucién posterior tanto de los pardmetros de regresién como de la
precisién del error: Es decir, se cuenta con p(@, 7Y, X).

Para realizar el diagnéstico de un modelo de regresién se pueden adoptar dos diferentes
vias.

i) Probar la validez de cada uno de los supuestos por separado: Normalidad, Indepen-
dencia de los errores, etc.

ii) Confrontar el modelo ajustado con las observaciones y verificar que confirme, es decir,
que sea capaz de reconstruir bajo ciertos limites, lo que se observé en la realidad.

Cuando se elige la segunda estrategia, aparecen, de manera natural, dos tipos de ob-
servaciones: las atipicas y las influyentes. Una observacién que pertenece a cualquiera de
estos dos tipo constituye una sefial de que algo puede andar mal con el modelo ajustado.
Sobra decir que al detectar observaciones atipicas y/o influyentes el procedimiento a seguir
no consiste en eliminarlas del conjunto de observaciones con las que se ajusté el modelo sino
examinar las posibles que les dieron origen.

Deteccién de observaciones atipicas

El procedimiento sugerido para detectar observaciones atipicas est4 basado en el supuesto
de que las n observaciones provienen del mismo modelo no conocido. Si este supuesto es
correcto, sera razonable esperar que si se omite una observacién, el modelo ajustado con el
resto de las observaciones sea capaz de predecir, dentro de ciertos limites de tolerancia, el
valor de la variable respuesta de la observacién que se omitié. Asi el procedimiento consiste
en:

Para cada observacién (y;,X;) ; i =1,2,...,n.

i) Omitir la i-ésima observacién y ajustar el modelo con las observaciones restantes, es
decir, obtener la distribucién posterior P(8, 7|(Y,X)-:).

ii) Obtener la distribucién predictiva P(y*|X;, (Y,X)—;) y un pronéstico del valor de la
variable respuesta §*;, dados el vector X; y la muestra (Y, X)_;.

iii) Comparar la distribucién predictiva P(y*|X;, (Y, X)_;) con el valor observado de la
variable respuesta para la observacién ¢ : y;.

Por facilidad, y utilizando el hecho de que si se utiliza una distribucién a priori Normal-
Gamma o la inicial de Jeffreys la distribucién predictiva es una t de Student, la comparacién
indicada en el punto (iii) puede llevarse a cabo evaluando la probabilidad

=P [ly*|X;, (¥, X)oi — 05 = |vs — 9%4]] -
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Claramente, 7 es la probabilidad de que la distribucién predictiva sin la observacién
i produzca prondésticos tan extremos o aiin més extremos que el valor observado y; Si 7
es pequefia (m < a; con o = 0.05, por ejemplo), se concluye que dada la informacién
contenida en la muestra (Y,X)_; es improbable que la variable respuesta tome el valor
y;. En otras palabras, la i-ésima observacién es atipica ( el resto de las observaciones no
son capaces de pronosticarla). Como un comentario marginal, vale la pena indicar que
desde una perspectiva bayesiana, la determinacién del tamafio de o puede considerarse un
problema de decisién y resolverse con los métodos disponibles.

Deteccién de observaciones influyentes,

Toda la informacién sobre los parametros de regresién y la precisién del error esté con-
tenida en la distribucién posterior P(8,7|Y,X), y por lo tanto desde el punto de vista
bayesiano cualquier medida de la influencia de la i-ésima observacién en el modelo ajustado
deber3 estar basada en una medida de la diferencia entre las distribuciones P(8,7|Y,X) y
Q(6,7I(Y, X))

Por supuesto, existen muchas maneras de medir esta diferencia, aqui se propone calcular
la divergencia o discrepancia logaritmica entre las distribuciones finales correspondientes
como una medida de la influencia de una observacién o grupo de observaciones

P6,7]Y,X)
D(P,T|Y,X), Q8,7|(Y,X)_: =/P 0, 7Y, X)In | =22 drdf.
(P6,71Y, %), Q,7I(Y, X)) = [ P(6,7I¥,X) [Q(Q,TI(Y,X)_”
Para facilitar el cdlculo de las divergencias se puede trabajar por separado con las
distribuciones marginales posteriores:

P(TlY)X) y Q(TI(Y)X)—Z) 1= 132: L

P(9]|Y,X) y Q(HJ‘(Y’X)—t) j= L2,...,p; 1=12,...,n

Al trabajar por separado con las distribuciones marginales, se mide la influencia de
las observaciones para 6; y 7 de manera separada. Una propuesta para medir la influen-
cia global de una observacién es utilizar las distribuciones predictivas, P(y*|X;, Y,X) y
Q(y*lxia (Y)X)—-i)'

Entonces, una medida de la influencia global de la i-ésima observacién es
D(P@y*|Xs, Y, X), Q" X4, (Y, X) ).

Si se calculan los valores de las divergencias correspondientes a cada una de las obser-
vaciones (¢ = 1,2,..,n), se puede establecer por medio de esta medida un orden entre las
observaciones basado en su grado de influencia Girén, Martinez y Morcillo (1992). Puesto
que la cuestién de interés es detectar las observaciones cuya influencia es significativa para
el modelo ajustado, aparece de manera natural la idea de aplicar a las divergencias algu-
nas técnicas usuales del Anilisis Exploratorio de Datos para detectar estas observaciones.
En particular, se explora la realizacién de un Diagrama de Caja y Brazos (Boz-Plot) con
los valores de las divergencias y la idea de considerar influyentes a las observaciones cuya
divergencia sea extrema por la derecha en el Boz-Plot.
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Conclusiones

Realizar diagnésticos sobre la validez de los supuestos involucrados al ajustar a una serie
de datos un modelo particular es inevitable en los procedimientos estadisticos. Reciente-
mente, algunas técnicas habituales de diagnéstico del Modelo de Regresién Lineal han sido
exploradas desde una perspectiva bayesiana. La contribucién principal de este trabajo es
incorporar ciertas ideas del Analisis Exploratorio de Datos al problema.de deteccién de las
observaciones que tienen impacto significativo en las conclusiones que se desprenden del
modelo ajustado. Estas ideas se han aplicado a datos no sélo provenientes de simulaciones,
sino también a datos reales, y funcionan razonablemente bien, aunque en ocasiones pueden
conducir a detectar observaciones que no necesariamente son atipicas o influyentes. En
cualquier caso se requiere de investigacién adicional, tanto para analizar los efectos com-
binados de las observaciones que son simultidneamente atipicas e influyentes, como para
establecer, en forma clara, un procedimiento secuencial de diagnostico.
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Modelando heterogeneidad en andlisis de supervivencia: una aplicacién
en genética animal
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Instituto de Investigaciones en Mateméticas Aplicadas y en Sistemas, Universidad
Nacional Auténoma de México
FELIPE Ruiz LOPEZ
Centro Nacional de Investigaciones en Fisiologia y Mejoramiento Animal,
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Introduccién

En ganado productor de leche, la duracién de vida productiva (tiempo desde que la vaca
pare por primera vez hasta que es desechada del establo; DVP) ha sido relacionada con la
rentabilidad total del establo. Cambios en la DVP pueden afectar la productividad a través
de su influencia sobre la edad promedio del hato y de su efecto directo sobre la tasa de
reemplazo. Las vacas Holstein alcanzan su madurez productiva (y con esto su produccién
més elevada) aproximadamente a las 3 lactancias, sin embargo la edad promedio de vacas
Holstein en México se estima alrededor de 2.06 lactancias (Ruiz et al., 1994), por lo que se
hace necesario identificar a los factores que intervienen en la determinacién de la DVP en
México. El problema radica entonces en cémo modelar el comportamiento de la DVP de
vacas Holstein en México que nos permita evaluar la magnitud de las diferentes fuentes de
variacién y la posibilidad de incrementar la DVP a través de programas de mejoramiento
genético.

Estudios anteriores (Abubakar et al., 1987; Ruiz 1991) han relacionado la supervivencia
del ganado productor de leche en México con el valor genético para leche del semental de
la vaca. Estos estudios concluyeron que hijas de sementales con valores genéticos promedio
para leche alcanzaron mayores longevidades que las hijas de sementales con valores genéticos
altos o bajos. Adem4s, se ha relacionado la DVP con el pais de origen del semental, el nivel
de produccién estandarizado y con efectos medio ambientales temporales representados por
los efectos de afio-hato.

Uno de los problemas en el modelaje de DVP es la existencia de datos censurados, ya
sea porque no se cuenta con la informacién completa de la vaca (como cuando cambia de
establo o cuando el establo se sale del programa que recopila informacién) o porque la vaca se
encuentra en produccién al momento del estudio, siendo éste tGltimo caso el més importante
ya que son estas vacas las que nos interesan més en los programas de mejoramiento genético.

Recientemente se han propuesto procedimientos estadisticos para analizar la posible
heterogeneidad (no observable) de la poblacién bajo estudio (Clayton y Cuzick, 1986; Trejo,
1991, entre otros). Dichos procedimientos permiten evaluar la necesidad de incluir términos
aleatorios extra en los modelos para la funcién de riesgo en datos de supervivencia.

El objetivo de este trabajo fue el de determinar si es necesario incluir més términos en
el modelo que explica la DVP de vacas Holstein en México.
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Material y métodos

Se utilizaron registros de produccién y longevidad de 36477 vacas Holstein, proporcionados
por la Asociacién Holstein de México A.C., que parieron entre los aflos de 1970 y 1992 y
que contaran cuando menos con 10 medias hermanas paternas cuyas DVP hubiesen sido
observadas (no-censuradas). Se ajusté un modelo Weibull estandarizado de riesgos conver-
gentes de Clayton-Cuzick (Clayton y Cuzick, 1986) que incluyé a los efectos de afio-hato
(variables dummy que indican el afio y hato en el que se presenté el primer parto; en total
771 afos-hato), nivel de produccién estandarizado (se consideran 9 categorias equiproba-
bles, desde una muy mala productora hasta una muy buena productora) y pais de origen
del semental (Estados Unidos de América, Canad4 o México). Con el objeto de simplificar
el anélisis se transformaron datos para eliminar el pardmetro de escala de la distribucién
Weibull, de manera que el modelo fuera el siguiente:

A(t] 2,8 =ptr~lexp [B2] & (1)

donde:
E(§) =1, Var (&) = 6.

Después de ajustar los efectos anteriores, se aplicé la prueba de heterogeneidad y se
examiné la posibilidad de representar la variacién ain no explicada por medio del semental
ajustando un segundo modelo que, ademas de los efectos del modelo anterior, incluyé al
padre de la vaca (variables dummy para identificar 589 sementales). La prueba de hetero-
geneidad consiste en probar Hp : 8 =0vs. H, : 8 > 0.

La estadistica de prueba es:

=1
Bajo H,,
Vnt — N (0,v),
con
v=E (5Y2) .
Resultados

El nivel de censura encontrado en la informacién fue del 15%, lo que es inferior a lo reportado
anteriormente por Ruiz et al. (1994) por haber utilizado una definicién diferente de censura.
Los resultados del modelo (1) se encuentran en el cuadro 1.

Las hijas de toros Estadounidenses tendieron a permanecer en el hato 1 mes més que
las de toros Canadiense o Mexicanos. Se encontré una relacién cuadritica entre nivel de
produccién y DVP. La prueba de heterogeneidad tuvo un valor de 3.461, lo que determiné la
necesidad de incluir un término extra en el modelo (P < .01) y se concluyé que el semental
puede representar a dicho término (P < .01) ya que el valor de la estadistica de prueba
calculada fue de 0.781. El siguiente paso serd ajustar al semental como un efecto aleatorio
y determinar la proporcién heredable de esta caracteristica bajo este tipo de modelos.
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Cuadro 1: Estimadores y coeficientes de regresién para el modelo
de riesgos proporcionales sin incluir al semental.
Modelo sin semental ~ Modelo con semental

(1] (2]
Paréametro Estimador Error Estimador Error
estdndar estandar
p 1.684 0.452 E-4 1.670 0.567 E-4
Pais origen
del semental
EUA -0.070 0.225 E-3 -0.072 0.307 E-3
Canada -0.003 0.331 E-3 -0.004 0.466 E-3
Nivel de prod.
1 -0.347 0.520 E-3 -0.368 0.668 E-3
2 -0.611 0.496 E-3 -0.635 0.637 E-3
3 -0.671 0.479 E-3 -0.678 0.615 E-3
4 -0.694 0471 E-3 -0.714 0.602 E-3
5 -0.688 0.472 E-3 -0.700 0.605 E-3
6 -0.647 0.472 E-3 -0.664 0.604 E-3
7 -0.597 0.469 E-3 -0.609 0.600 E-3
8 -0.468 0.483 E-3 -0471 0.624 E-3
Afio-hato prom. 0.307 0.038 0.297 0.044
Efecto semental
promedio
EUA 0.028
Canada 0.037
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Un procedimiento para la seleccién de variables por componentes
principales
JosiE VENCES RIVERA
Intituto Nacional de Estadistica Geografia e Informaética, Aguascalientes

Introduccion

En el contexto del andlisis estadistico multivariado, una de las técnicas més utilizadas es la
de componentes principales, que tiene como propésito fundamental describir la dispersién de
un conjunto de datos en un espacio p-dimensional, desde otro espacio de menor dimensién,
mediante nuevas variables, es decir, componentes principales, formadas por combinaciones
lineales de las variables originales sujetas a restricciones. No obstante que se reduce la
dimensién, cuando se toman solamente unas cuantas componentes principales, la inter-
pretacién es con base en el conjunto total de variables originales, lo cual constituye una
limitante, sobre todo cuando se dificulta la interpretacién de las combinaciones.

En muchos problemas précticos el interés no solamente es reducir la dimensionalidad
espacial, sino el nimero de variables a ser consideradas en estudios posteriores. En la
actualidad existen varios procedimientos para seleccionar o descartar variables, como es el
mismo anélisis de componentes principales bajo ciertas consideraciones (Jolliffe, 1972) y el
analisis de factores, entre otros, pero no han sido del todo satisfactorios.

La finalidad de este trabajo es presentar un procedimiento para la seleccién de variables
mediante la aplicacién de la técnica de componentes principales, utilizando los criterios de
la varianza generalizada y de la traza. Se presentan también los supuestos bésicos para
el desarrollo de dos programas de cémputo de facil operacién (mismos que se encuentran
disponibles en la versién original del articulo), a través de los cuales se puede obtener un
subconjunto de variables representativas.

Marco tedrico

Sean los vectores aleatorios X
~

vyY  (k <p). Este dltimo dado mediante la transfor-
px1 ~kx1

macioén

t
Y =4 X
~Ekxl kxp ~px1

Para el caso de la seleccién de variables, se tiene que la matriz A debe ser de la forma
A= [I ) O]ty
donde la matriz identidad I es de orden (k X k) y la matriz de ceros 0 es de orden k X (p—k);

o también se puede obtener una matriz permutando los renglones de A, que es equivalente
a permutar los elementos de X, lo cual resulta més sencillo. Asi, considérense todas las
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posibles particiones de X de la forma

X
X=1x |

~2
donde X es el vector de las k variables seleccionadas y X es el vector de las p— k variables
~1 ~2
descartadas.

Con esto, la matriz de varianzas y covarianzas se particiona como

| B B
Ex = [ Yo Y ]

Por lo tanto, el problema de seleccionar &k variables es equivalente a seleccionar la matriz
¥11 de entre las (§) combinaciones posibles. Para esto, dos de los criterios de optimizacién
més aceptados tanto por los resultados obtenidos como por la sencillez del eilculo, son el
del determinante y el de la traza, es decir,

K
1. max|Sy;| =] M = min |Zgp4]

=1

K
2. max tr(Xq;) :z A; = min tr(2gg.)
=1
donde los A;’s son los primeros k eigenvalores ordenados (de mayor a menor) de Xx, co-
rrespondientes a las primeras & componentes principales. En el primer caso se expresa la
varianza desde el punto de vista multivariado. Por otra parte, 3921 es la matriz de varianzas
y covarianzas de las variables no seleccionadas dadas las seleccionadas, que viene dada como

Y21 = Tgp — 1 X1 S1e.

En Seber (1994) puede encontrarse un tratamiento detallado de estas expresiones.

Finalmente, la bondad del subjconjunto de variables seleccionadas puede ser evaluada
a través del porcentaje de la variacién explicada (McCabe, 1984):
p—k
2 0
P(%)=|1-5— x 100,

PP
=1

donde los 6;’s son los eigenvalores asociados a Y2 3.

Sistema de cémputo

Se desarrollaron dos programas de cémputo utilizando los criterios del determinante y de
la traza, donde se aprovecha la relacién entre el ntimero k de variables a seleccionar y' el



Seleccién de variables y componentes principales 111

nimero de componentes principales que explican un determinado porcentaje de la varianza
total inherente al conjunto original de variables.

En general, cuando el porcentaje de varianza requerido es suficiente grande, el nimero
de variables seleccionadas que explican aproximadamente el mismo porcentaje de varianza
obtenida por componentes principales, es igual o ligeramente mayor al nimero de éstas.

Asi, dado el porcentaje requerido de varianza explicada se compara con el obtenido por
las primeras componentes principales, si las cantidades son similares entonces k es igual
al nimero correspondiente de componentes principales, de lo contrario, k es igual a este
nimero més uno o dos.

Después. de obtener k, se procede a calcular |2;| (también se puede utilizar |Ry;f)
de entre todas las (fc’) alternativas posibles, seleccionando aquellas variables asociadas a
max|2y;| ; o bien, para el caso del criterio de la traza, se procede a calcular tr(¥gy1) para
todas las posibilidades, y se seleccionan aquellas variables asociadas a min tr(Xgg.1).

Finalmente, se calcula el porcentaje de la varianza total explicada por las variables
seleccionadas, el cual en la mayorfa de los casos précticos resulta igual o mayor al requerido.

Algunas consideraciones para el cilculo eficiente en la seleccién de variables con carac-
teristicas similares a las presentadas en este trabajo, pueden verse en Furnival (1971) y
McCabe, Jr. (1975).

Conclusiones

La seleccién de variables por los criterios del determinante y de la traza, constituye una
herramienta 1til en la reduccién de dimensionalidad, sobre todo cuando el nimero de varia-
bles consideradas es grande, donde algunas de ellas presentan cierto grado de correlacién,
o bien, no aportan de manera importante a la varianza total subyacente al sistema.

La seleccién de variables por los dos criterios mencionados, puede implementarse en una
computadora de manera relativamente fécil. El tiempo de CPU depende fundamentalmente
del niimero de variables consideradas originalmente, asi como del porcentaje requerido de
varianza explicada y del nimero de observaciones (aunque éste no tiene importancia en
comparacién de los dos primeros).

Se recomienda utilizar el criterio del determinante cuando la meta principal es la re-
tencién de la varianza; en tanto que el criterio de la traza es conveniente para propésitos de
prediccién.

Para una seleccién final de variables, se recomienda correr varias veces los programas
de computo como los que se mencionan en este trabajo, aumentando o disminuyendo el
porcentaje de varianza requerido; asi como la utilizacién de otra técnica como andlisis de
factores. Esto en combinacién con elementos de juicio: la interpretacién y el costo de
medicién de alguna variable en aplicaciones posteriores, entre otros.
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Introduccién

Si cada individuo en un proceso de ramificacién tiene un atributo medible asociado (por
ejemplo su altura), es de interés estudiar el comportamiento probabilistico del valor méximo
del atributo en una generacién dada y en todo el proceso. En este trabajo se identifican
las distribuciones asintéticas asociadas y se muestra que satisfacen la ecuacién funcional de
Schroder.

Considérese un proceso ramificado de Galton-Watson {Xp }n..; en donde se supone que
los tamafios de las familias son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (iid) cuya distribucién comiin tiene funcién generatriz de probabilidades (fgp) P.(s).
Entonces

Xn—-l
Xy = Z Zi,n-—l: (1)
i=1
en donde las Z; 1 son variables aleatorias iid con funcién generatriz de probabilidades
P.(s) = E(s?).
Ademés supéngase que cada miembro de la poblacién tiene una caracteristica asociada
la cual es medible, digamos Y;, que pudiera ser por ejemplo la altura individual. La altura
del hombre més alto del mundo en la n-ésima generacién, estard dada por

M, =max Y, (2)

i<Xn
en donde se supone que las Y; son iid con funcién de distribucién comin dada por F, la cual
se supone que tiene soporte en [0, co) .

En este trabajo se pone especial atencién a la distribucién asintética de M, definida
por (2), es decir la distribucién asintética de la altura del hombre més alto del mundo
cuando 7 tiende a infinito. En este contexto, nuestro objetivo es entonces identificar las
condiciones apropiadas para la distribucién de los tamafios de las familias (con fgp P,(s))
y para la distribucién de la altura de los individuos F(y) que permita la derivacién de la
distribucién (no degenerada) limite para M, convenientermente estandarizada. También se
espera conocer la clase de distribuciones limites resultantes.

Algunos resultados titiles de procesos ramificados

Por conveniencia, se supone que P(X, = 1) = 1, es decir el proceso inicia con un solo
ancestro. De aqui se sigue que la fgp de X, es igual a la n-ésima iteracién de la fgp del
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tamafio de las familias. Esto es

Px,(s) = PP(s). (3)

Para evitar la extincién de la poblacién se supone que E(Z) = ¢ > 1. En estas condiciones

se tiene que
Xn/u" = Koo (4)

en donde X, es una variable aleatoria tal que su funcién generatriz de momentos (fgm)
Poo(t) = E(e"¥¥ =) satisface la ecuacién funcional

Poo(1t) = Pz(poo(t))- (5)

La ecuacién (5) es conocida como la ecuacién de Schroder (ver Kuczma, 1968). La forma
general de la solucién de (5) es dada por

oo (t) = lim PG (e7/") . (6)

Desafortunadamente no es facil evaluar iteraciones de la fgp en general, por lo que la ex-
presién (6) no puede ser usada para obtener expresiones cerradas para ¢eo (t) , aunque nos
permitird obtener ciertas caracteristicas de la distribucién limite.

El caso excepcional se tiene cuando fgp es bilineal, es decir,

Pz(s) = (1—v+(v—q)s)/(1 —gs), (7)

en donde 0 <1 — g <« < 1 (para asegurar que p > 1). En este caso se puede verificar que
¢! —'Y)t) ( qt )

t)=(14+——7— 1+ ——- ). 8

poolt) = (142525 ) /(14 55— ®)

La expresién (8) puede ser reconocida como la fgp de una variable aleatoria Xoo la cual es
igual a cero con probabilidad (1 —+)/q (que es la probabilidad de extincién a largo plazo)
y es igual a una variable aleatoria exponencial con media ¢/(v + ¢ — 1) con probabilidad
(v + g — 1)/q (ver Harris, 1948).

El hombre mas alto del mundo

La altura del individuo mas alto en la n-ésima generacién es dada por

en donde las Y; son variables aleatorias iid con funcién de distribucién comin F y X, es el
tamafio de la poblacién.

Si condicionamos respecto X, entonces la funcién de distribucién de M, es dada por
Fm, (2) = E(P(My < 2| Xa)) = E(F(2)*")

= Px, (F(z)) = PP (F(z)). (10)
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Es natural esperar que la distribucién limite de M,, estandarizada apropiadamente,
dependeré del comportamiento de la cola del lado derecho de F y de la distribucién limite
de X,,.

Asi, supéngase que F pertenece al dominio de atraccién maximal de una distribucién
extrema G (uno de los tres tipos posibles). Por lo tanto existen funciones a(t) > 0 y b(t)
tales que

Jim [F(a(t)z + b)) = G(=). (11)

Sea zn = a(u™)x + b(u"™) en donde u = E(Z) > 1. Por las ecuaciones (10), (11) y la
convergencia uniforme en (6) se tiene que

i p (M=) Nk (e, _(_1ng(xn)l‘”))>
dm p () <o) iy (e (BRI
= oo (~ 108G (2))

en donde @, satisface (6). Si se denota por Foo a la funcién de distribucién de X, entonces
la distribucién limite de (12) se puede expresar como

| (6@ dres(o).

En el caso cuando el tamafio de la familia es una variable aleatoria geométrica, es decir,
cuando (7) se cumple con v = 1, se tiene que poo(t) = (1 4+ t)~! la cual corresponde a
una variable exponencial estdndar. Las posibles leyes limites correspondientes para M, son
Hi(z) = 1+ X7 2 > 0; Ha(z) = (1 + (-2)*)7!, & < 0y Ha(z) = (1 +e7%)7,
—00 < z < oo. Nétese que la dltima corresponde a la distribucién logistica estandar.

En Galambos (1992) se encuentra una revisién de bibliograffa muy completa sobre dis-
tribuciones limites y caracterizaciones basadas en méximos geométricos de variables iid.
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Bondad de ajuste para muestras censuradas
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Introduccién

1El estudio de los métodos para probar supuestos distribucionales de una poblacién mediante
procesos estadisticos, recibe el nombre de Bondad de Ajuste. En el caso de que estas
pruebas se utilicen para muestras completas se han estudiado de manera extensiva por
muchos autores. Existen extensiones a estas pruebas cuando se trabaja con una muestra
censurada, especialmente con censura controlada por el investigador. Sin embargo, son
pocas las extensiones anteriores para el caso en que se tiene una muestra con censura
aleatoria, que es la mas comin en poblaciones de seres vivos. El objetivo principal de este
trabajo es dar un panorama de los trabajos que se han realizado en lo referente a muestras
censuradas.

De las diferentes pruebas de Bondad de Ajuste que existen, estaremos interesados en las
pruebas basadas en la funcién de distribucién empirica, en particular en las estadisticas del
tipo Cramér-von Mises, que son de la forma

Q=n [ {(F(@-F@) V(=) dF @),

con Fy, () la distribucién empfrica de la muestra, F (z) la distribucién hipotética y ¥ (z) una
funcién que asigna pesos a las diferencias cuadraticas {Fy, (z) — F (z)}?. Cuando ¥ (z) =
1 tenemos la estadistica Cramér-von Mises, W2, Cuando ¥ (z) = {F (z)(1 — F (z))}
tenemos la estadistica de Anderson-Darling, A%2. Una modificacién a la estadistica W2, es
la estadistica de Watson definida como:

00 00 2
U2 = n/ {Fn (z) - F () _/ (Fa (t) — F (£)) dF (t)} dF (z).
—00 —00

Hay un uso generalizado de estas estadisticas cuando la muestra es eompleta, por lo tanto
no incluiremos més sobre ellas. La parte de interés para nosotros serd la metodologia que
se usa para calcular la distribucién asintética de estas estadisticas.

Distribucién asintdtica de las estadisticas

La metodologia que se usa para obtener la distribucién asintética de cada estadistica es
similar a la que se usa en estadistica para realizar la descomposicién de un vector aleatorio
en sus componentes principales, en este caso es el proceso estocéstico, asociado con cada
estadistica, el que se descompone en componentes principales, de la siguiente manera.

!Parte de la tesis de Maestria en Estadistica e Investigacién de Operaciones, UACPyP del CCH e IIMAS-
UNAM.
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Se puede descomponer la funcién de covarianza K(s,t) como
oo
=X fi(s) £i(2),
=1

con JA; el eigenvalor de la funcién de covarianza y f; su correspondiente eigenfuncién aso-
ciada, ambas son solucién de la ecuacién integral

=/1K(s,t) fs)ds
0

Se pueden construir las correspondientes componentes principales

1
z;= [ Y@ fit)at

de donde se obtiene finalmente que
/ Y2(t) dt = ZA,ZZ

con ij variables aleatorias i.i.d. x?l).

Esta descomposicién se usa para encontrar la funcién caracteristica de cada estadistica,
la cual se puede invertir para encontrar la correspondiente funcién de distribucién. En
D’Agostino y Stephens (1986), se puede encontrar tablas de cuantiles para cada una de
estas estadisticas.

Hasta aqui se ha considerado solamente muestras completas. Ahora veamos las exten-
siones de esta metodologia para los casos donde se tiene una muestra censurada. Intro-
duciremos estas ideas a partir de considerar los tipos més comunes de censura que ocurren
en el 4rea estadistica conocida como Anilisis de Supervivencia.

Censura tipo 1 y tipo I1

Estos tipos de censura se catalogan como censura controlada por el investigador. En el
primer caso se determina un tiempo limite de observacién, por lo que las observaciones
que no presentaron el evento de interés se consideran como censuras. En el segundo, el
investigador observa hasta que ocurren r fallas de n posibles, nuevamente el resto de las
observaciones resultan censuradas.

Para estos dos tipos de censuras Pettitt y Stephens (1976) proponen las siguientes mo-
dificaciones a las estadisticas anteriores:

2 _ [P
apWE = /q Y2(t) dt
_ /p{Yn(t) —1/p / " Yu(s) ds)2 dt,
0

2 _ [? Yz(t)
’“’A"_/ t(1—t) di,
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con Yu(t) = vn{Fn(t) - F(t)},0<q,p<lyg<t<p

La metodologia que se presenté anteriormente, para encontrar la distribucién asintética
de las estadisticas, puede extenderse a este caso, considerando ahora el proceso estocastico
definido en [g, p] en lugar de [0, 1] como en los casos anteriores.

Censura aleatoria

Este tipo de censura ocurre independientemente de la voluntad del investigador y representa
los casos en que el individuo abandona el estudio, muere por una causa que no es de interés,
permanece aun vivo al finalizar el estudio, etc.

La tnica propuesta que existe para realizar pruebas de bondad de ajuste usando una
estadistica del tipo Cramér-von Mises con este tipo de censura es la de Koziol-Green (K-G),
que proponen para la distribucién de la censura el modelo

(1—H)=(1-F%>".
El pardmetro § puede interpretarse como un pardmetro de censura; 8 = 0 corresponde a
no censura.

La estadistica de prueba propuesta por K-G, es
1 1,
w2 = / Y2(t)dt = n / (EO(t) — F(2)}2 dt.
0 0

F2(t) es el estimador Kaplan-Meier. Este estimador es el equivalente a la funcién de
distribucién empirica cuando se tiene una muestra censurada.

Nuevamente, podemos realizar la descomposicién en componentes principales de W2,
y a partir de esta descomposicién encontrar la funcién caracteristica de esta estadistica e
invertirla numéricamente por el método de Imhof (1961). Koziol-Green (1976) muestran los
valores asintSticos de esta estadistica para distintos valores del pardmetro de censura .
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Una prueba de bondad de ajuste para un proceso puntual de Poisson no
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MARTIN ZAVALA LEON
Universidad Auténoma de Sinaloa
VicTor MANUEL PEREZ-ABREU CARRION
Centro de Investigaciéon en Matemaéticas, A.C.

Introduccion

En este trabajo se construye una prueba de bondad de ajuste para probar si un proceso
puntual es Poisson no homogéneo basado en la funcional generatriz de probabilidades para
el proceso, esto es, para el proceso de Poisson, el logaritmo de su funcional generatriz de
probabilidades es lineal con respecto a una variable real p, por lo que la segunda derivada
es cero en todo p.

Los procesos estocdsticos puntuales modelan el nimero de puntos que caen en cualquier
regién no importando el orden de ocurrencia. La regién de importancia puede estar en la
recta real, un plano o el espacio. Entre los procesos estocésticos puntuales, el proceso de
Poisson no homogéneo es de gran importancia. De aqui la necesidad de contar con una
prueba de bondad de ajuste para decidir cudndo un proceso puntual es Poisson.

Es importante mencionar que en este trabajo suponemos un esquema de muestreo de
repeticiones de un proceso puntual en un espacio fijo. Asi, los resultados asintéticos de
nuestra prueba son respecto al niimero de repeticiones del proceso.

Proceso de Poisson

En la teorfa de los procesos puntales, el proceso de Poisson es considerado como el més
importante, debido a que es un buen modelo para diversos fenémenos que ocurren en la
naturaleza, ingenierfa y ciencias sociales.

Definicién.Un proceso puntual en ¥ es un Proceso de Poisson si existe una medida A(:)
sobre By, finita sobre cada conjunto acotado, tal que para cada subfamilia finita de By

{A;,i=1,...,k} de conjuntos acotados y ajenos se tiene que
k . nl
Pr(N(A) =i = 1.,k = [T 220 explon(an), 1)
i=1 :

A la funcién de conjuntos A(-) la llamamos medida pardmetro o medida de intensidad
del proceso. La ecuacién (1) incluye dos casos especiales cuando X =IR%: para un proceso
de Poisson homogéneo A(A) = M(A), donde £ es la medida de Lebesgue, y para el proceso
de Poisson no homogéneo, A(A) = [, A(z)dz, para el caso en que A(-) tiene densidad A(-).

La definicién anterior implica las siguientes caracteristicas de un proceso de Poisson:
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(a) El niimero de puntos en cada conjunto 4; tiene distribucién de Poisson con pardmetro
A(Ad); y

(b) Las variables aleatorias N(A;) y N(A;) son independientes si A;NA; = ¢ para i # j.

Para el caso especial en que X es la recta real, existe una propiedad que especifica a un
proceso de Poisson Homogéneo, llamada especificacién por intervalo la cual establece que:

(c) Iniciando en un punto origen, los tiempos entre ocurrencias X1, Xs,... de puntos
sucesivos son independientes e idénticamente distribuidos con distribucién exponencial
con parametro A.

La funcional generatriz de probabilidades

Definicién.Sea U la clase de las funciones h: X — C Borel medibles que satisfacen la
condicién |h(z)| < 1. Dado un proceso puntual finito, definimos a su funcional generatriz
de probabilidades (fl.g.p.) en h € Y por

N
Glhl =E (H h($z‘)> ) ()
=1

donde el producto es uno si N =0, y es cero si N > 0y h(z;) = 0 para algin :.

La fl.g.p. para el proceso de Poisson, que es nuestro caso de interés, la podemos expresar
por argumentos estdndar como

Glh] = exp { - / - h(m))A(dz)} .

r4

Siademés 0 < p< 1,y 1—h € V(X), entonces 1 —ph € V(X)y

GlL-phl = exp{~ [ (1-(1 - ph(@))A(e2)]

©
- exp{—p / h(a:)A(da:)}. '
X
Prueba propuesta
Definicién. Sean Ni,...,N, copias independientes de un proceso puntual arbitrario N
con localizaciones de puntos correspondientes {z;; : j=1,...,n; i = 1,..., N;(X)}, la
Funcional Generatriz de Probabilidades Empirica (f.g.p.e.) Gn[h] estd dada por
R 1 2 N
Galhl = =3 I W=s),  heV(R). (4)

7j=1 i=1
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La base de la prueba es la forma de la fl.g.p. Recordemos que el logaritmo de la fl.g.p.
para un proceso puntual de Poisson tiene la forma

Y[h] = log G[1 — k] = — / h@)A(dz), ke V(X), )
X

donde A es la medida de intensidad del proceso.

Retomamos la idea de Castro y Pérez-Abreu (1994) al introducir una variable real,
0 < p <1,y para h € V(X) tomar las funciones de la forma ph € V(X), con lo que (5)
queda expresada como

Y,[h] = log G[1 — ph] = —p / h@)A(dz), k€ V(X).
X

La idea es ver a Y,[h] como una funcién de p para h fija, lo cual es una linea recta. Vista
Y, [h] de este modo y con h fija, tenemos que una manera de caracterizar a una linea recta
es que su segunda derivada con respecto a p es idénticamente 0. Esta es la caracterizacién
en la que nos basamos para construir la prueba.

Trabajamos entonces con el estimador Yy, ,[h] de Y[h], y bajo la hipétesis de Poisson la
segunda derivada respecto de p de Yy ,[h] debe estar cerca de cero para todo 0 < p < 1.
Tenemos

Prplh] = log Gl — ph).
Debido a la forma tan complicada de la segunda derivada respecto a p nos restringiremos

a evaluarla en p = 0. Aunque esto parece una restriccién importante, los resultados. de
simulacién muestran que no lo es. Asi,

EZ{( [ e )Nij))z ~ [ KN (o) - (©

entonces, escribiendo
Zilh = [ h(o)N(d),

obtenemos
v/[h) = 2{(2 (1] - Al)? - 2,02} ~ (28]~ AlR))’, ™)

donde A[h] = EZ[H].

d?
3 =5 Yp[h] = 0 en p = Opara toda funcién h € V(X),

por lo que podemos elegir h’s y rechazar la thotesm de que el proceso es Poisson para valores

Con lo anterior, estamos probando si
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52
grandes de — Bp a3 n,p[h] valuada en p = 0. Sin embargo, tenemos una mejor opcién con una

prueba multlvarlada si construimos el vector aleatorio
Y;:I[hl) AR hk] = (Y;il[hll’ R le»,[hk])Ti (8)

que toma en cuenta varias funciones h’s simultdneamente. Entonces obtenemos la es-
tadistica de prueba la partir de

Zn [hly ceey hk] = (\/’r_l'Yyil[hl) XN} hk])T yH[h1 b (\/_YI [h’la ]) ’ (9)

donde Xy, . n,) €8 lamatriz Covarianza de

Y'hy, .. b= (Y"[h),...,Y"[he])*
(10)
= ((Zh] = Al - ZIK3),...., (ZIhs] — Ale])? - Z103))"

sustituyendo esta matriz por un estimador de ella. Asi, tenemos el siguiente resultado
asintético:

Teorema. Bajo la hipotesis de que el proceso puntual es Poisson, la estadistica dada por
T -
Dalhy,... ] = (VY by Bk)” Syt g (VY[R i) (11)

tiende en distribucion a una Ji-cuadrada con k grados de libertad, x% y los elementos de

El_/”{hx ) €stdn dados por Cov(Y{'[hi), Y{'[hj]) = 2A2[Rshj).

En conclusién, la prueba que proponemos depende de la eleccién de funciones h’s, del
ndmero de éstas y de la estadistica D, = Dplh1,...,hx] dada por (11). Es decir, bajo
la hipétesis de un proceso Poisson, D, debe estar cercana a 0 cuando n es grande, luego
primero elegimos & funciones h’s adecuadas para la hipStesis alternativa y rechazamos para
valores grandes de D,,.

Resultados y conclusiones

Para estimar la potencia de la prueba se realizaron simulaciones sobre procesos de renovacién
y procesos de cimulos y de Gauss-Poisson en JR y JR?. La prueba tiene buena potencia
para todos los procesos mencionados en JR?, incluso mejor que la potencia de la prueba de
McDonald. Sin embargo, para los procesos en IR tiene malas potencias con las funciones
h's con las que se intenté.

Por las razones anteriores concluimos que la prueba se puede usar cuando el fenémeno
que se estd modelando estd en R? y si el fenémeno se encuentra en R lo primero que
recomendamos hacer es una prueba de Lilliefors que tiene muy buena potencia aunque la
hipétesis a probar es que el proceso es Poisson homogéneo.
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