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Presentacion

El XVII Foro Nacional de Estadistica se llevé a cabo de 9 al 13 de septiembre de 2002 en
la Universidad de la Américas en la ciudad de Puebla, organizado por el departamento de

Actuaria de dicha Universidad.

En estas memorias se presentan algunos de los restimenes de las contribuciones presentadas
en este foro. Todos los restimenes recibidos fueron incluidos sin un proceso de arbitraje,

aunque con una detallada revisién.

La Asociacién Mexicana de Estadistica agradece a la Universidad de las Américas Puebla
su apoyo para la realizacién de este foro y al Instituto Nacional de Estadistica, Geograffa e
Informatica el apoyo para la edicién de estas memorias.

El Comité Editorial:

Antonio Gonzélez Fragoso

Rafael Perera Salazar

Karim Anaya Izquierdo
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Uso de Excel en la Ensenanza de la
Probabilidad y la Estadistica

Victor Aguirre Torres
Departamento de Estadistica, ITAM

1. Introduccién

En el presente trabajo se presenta una idea para comunicar conceptos importantes relaciona-
dos con las materias de Probabilidad y Estadistica que hace uso de Excel. El proposito es la
visualizacién del concepto empleando hojas de célculo de una manera interactiva. Excel tiene
bastantes funciones matematicas y estadisticas interconstruidas, esto facilita la construccién

de los ejemplos.

Las hojas de cdlculo pueden usarse ya sea para presentarse en clase o bien como ejercicios
de tarea, en esta 1ltima modalidad, el hecho de que Excel no sea un paquete estadistico
requiere que los alumnos manejen los conceptos a un nivel mas alld de lo superficial para

realizar los ejercicios que se les soliciten.

Otra ventaja de usar Excel y no otras aplicaciones como Mathematica, Maple o Mathlab,
es su disponibilidad casi universal asi como su facilidad de uso. Obviamente la manera
de presentar un mismo concepto variard de profesor a profesor por lo que el propésito de
este trabajo es solo el de presentar la idea y un ejemplo que la ilustre de manera parcial.
Toca a cada persona interesada en usar este enfoque en adecuarlo a sus propias vivencias,
formacion, etc. Las posibilidades del enfoque son muy amplias, por ejemplo para el tema
de Probabilidad, el autor ha disefiado hojas para los siguientes temas: Célculos para la
Densidad Normal, Densidad t de Student, Densidad Trinomial, Distribuciones Discretas de
Probabilidad, Ley Débil de los Grandes Ntimeros, Momios de Péker, Propiedades del Modelo
Normal, Transformacién de Variables Aleatorias, Teorema de Bayes, Variable Aleatoria y
Vector Aleatorio Bivariado. Mientras que para el drea de Estadistica: Anélisis de Series
de Tiempo, Asociacién de Variables Cualitativas, Estadisticas de Orden, Estimacién por
Maxima Verosimilitud, Intervalos de Confianza para una Media, Modelos AR(1), Regresién

Lineal Multiple, Regresién Lineal Simple y Variacién Muestral.



En Gudifio (1999) se presenta un marco metodoldgico, y méas aplicaciones de este enfoque a
la ensefianza de la teorfa de vectores aleatorios. A continuacion se presenta un ejemplo en la

ensefianza de la Distribucién Trinomial.

2. Ejemplo: Distribucién Trinomial

Cuando se presenta el vector aleatorio trinomial, tipicamente el alumno antes ya estuvo
expuesto a la variable aleatoria binomial. Por esta razén se esperaria que el paso fuese facil,
ya que en lugar de que cada ensayo tenga solo dos resultados, ahora cada ensayo tiene tres
resultados, 0 mas como es el caso multinomial. La realidad es que esto no es asi de facil.
En primer lugar la memoria del alumno no es tan precisa como para recordar los detalles
de la distribucién binomial tanto como el profesor quisiera. En segundo lugar el paso de
variable aleatoria a vector aleatorio da lugar a nuevas fuentes de confusién. Por ejemplo, se
puede confundir el niimero de ensayos independientes con el nimero de posibles resultados en
cada ensayo, etc. La notacién que seguiremos es la siguiente, (X1, X2) es un vector aleatorio
trinomial con pardmetros (4, p1, p2). Para tratar de que el alumno visualice, identifique, pueda
separar y concatenar mas facilmente los conceptos y notacién involucrados en el tema, se
construyé la hoja de célculo que se muestra en la figura 1. Los conceptos clave que se desean

ilustrar son los siguientes:

1. Los 4 ensayos independientes.
2. El hecho de que cada ensayo tiene tres posibles resultados.
3. La probabilidad de ocurrencia de cada resultado permanece constante en los 4 ensayos.

4. (Xi,X,) cuenta conjuntamente el ndmero de veces que se obtuvieron los resultados 1

y 2 en los 4 ensayos.

5. El soporte del vector (X1, X2), el cual determina el soporte de la funcién de densidad.

Una de las cuestiones de fundamental importancia en la ensenanza de distribuciones de

probabilidad es que el alumno alcance a diferenciar la variable o vector aleatorio de su
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ento u2 U3 U4 Ensayos

wi 0.014139 0552673 0.15674 0.686992 1 2 1 2
w2 0390102 0884653 0.220718 0.089953 1 3 1 1
w3 0127111 0.004981 0.537908 0.399993 1 1 2 1

Proporcion
Proporcién Empirica
wi 0.455554 0.402224 0.972731 0.566211 2 2 3 2 M Blogue Empirica Acumulada
w5 0331131 038816 0886282 0.211452 1 1 3 1 250 1 0.172 0.172
w8 0.372529 0687625 0380051 0251214 1 2 1 1 500 2 0.188 0.170
w7 0.193136 0.893492 0.840106 0.814034 1 3 3 3 750 3 0.152 0.164
%] 1000 4 0.176 0.167
wg BB e mm e e e e e e e e e 1250 5 0.224 0.178
wild (2,1} : 1500 6 0.176 0.178
wit *770.180 4 1750 7 0.204 0.182
wi2 L ey S g e 2000 8 0.172 0.181
wi3 0.170 hv 2250 9 0.164 0.179
wid 0160 mmmmom e o < Proporcion 2500 10 0.136 0.174
wi5 0180 o e o m e e el Empirica 2750 1 0.16 0.173
wiB D440 A - = == mm e e e e e e Acumulada 3000 12 0.164 0.172
w17 : 3250 13 0172 0172
w18 0130 = e L —— Modelo 3500 14 0.136 0.170
w19 0420 4. 3750 15 0.16 0.169
w20 4000 16 0.184 0.170
— 0410 o m o llL
w22 0.100 : T : —
i wgi 0 1000 2000 3000 4000
W
w25 Experimentos
w26 !
w27 0.890849 0841531 0.403791 0.202443 3 3 2 1 LRI

Figura 1. Demostracién Distribucién Trinomial 4,04,0.3)

modelo probabilistico. Por ejemplo, alguien que durante los inicios de su educacién sobre
Probabilidad tnicamente haya visto enunciados como el siguiente: “sea X variable aleatoria,
con funcién de densidad f(z)...” y f(z) siempre aparece explicitamente, pero X nunca o rara
vez, un efecto probable es que tenga una confusién por decir lo menos. Tal diferenciacién es
una de las cosas que se hacen evidentes en esta hoja de cdlculo. Otra idea que se ilustra es el
concepto de probabilidad frecuentista, seguramente hemos escuchado la frase “si repetimos
una gran cantidad de veces un experimento aleatorio y calculamos la proporcién de veces
que ocurre un cierto resultado...”, bueno, en la hoja de célculo esto se visibiliza, facilmente
acumulando la proporcién de veces que aparece una cierta combinacién, por ejemplo que

(X1, X3) tome el valor (2,1). La hoja consta de los siguientes elementos:

1. Los parametros de la distribucién. Los parametros p; y p, se pueden cambiar libremente
siempre y cuando se cumplan las restricciones de quep; >0,p; >0y quep, +py < 1.
Cambiando estos valores ayuda a ilustrar su significado en el experimento. Por ejemplo,
un valor de p, = 0,9 hard que en los ensayos haya muchos doses. El parametro n es
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f(x1,x2}

Figura . rico Distribucién Trinomial ( 4, 0.4, 0.3)

fijo. El hecho de que haya 3 p's ilustra la idea de que cada ensayo tiene 3 resultados

posibles.

Cuatro columnas de numeros aleatorios uniformemente distribuidos, marcadas como
U1 hasta U4, los cuales cambian cada vez que se da un “Intro” en la tabla. Una columna
marcada como “Experimento” y que identifica cada una de las 250 veces que se repite

el experimento.

Cuatro columnas marcadas como “Ensayos”, las cuales registran los resultados de cada
uno de los ensayos. En esta parte se visualiza la diferencia entre nimero de ensayos y

nimero de resultados en cada ensayo.

Dos columnas etiquetadas como X1y X2 que son el valor observado del vector trinomial
para cada experimento. Aqui se hace visible el concepto de vector aleatorio discreto.

Esta es la parte medular de la hoja de célculo.

Una columna etiquetada como “contador conjunto” que ilusta el concepto de distri-
bucién conjunta del vector. En las celdas etiquetadas como x1, x2 se puede introducir
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cualquier combinacién de valores, la celda x3 se calcula como 4-x1-x2. El contador con-
junto vale 1 si el vector aleatorio toma esa combinacién de valores y cero de otra forma.
Completa este elemento de la hoja una celda denominada “Proporcién Empirica” que
calcula la proporcién de unos en los 250 experimentos. Esta celda ilustra el concepto
de probabilidad frecuentista.

Una celda denominada “Probabilidad Modelo” que da el valor de la probabilidad de la
combinacién seleccionada de acuerdo al modelo trinomial. Con esto se ilustra el papel
del modelo probabilistico para describir el comportamiento de un vector aleatorio. La
“Proporcién Empirica” y la “Probabilidad Modelo” deberian ser parecidas. Hay que
explicar que difieren precisamente por la aleatoridad de la simulacién.

Para menguar el efecto de la aleatoridad sobre la proporcién empirica se inserta una
tabla donde se acumula la proporciéon empirica para 16 bloques de 250 experimentos
cada uno. La columna Proporcién Empirica de la tabla se obtiene facilmente copiando
y pegando el valor de la celda “Proporciéon Empirica” cuantas veces se desee. En el
caso de la figura 1 se hizo un total de 16 veces.

El ultimo elemento de esta tabla es la grafica de la proporcién empirica acumulada junto
con la probabilidad dada por el modelo. Aqui se ilustra el concepto de probabilidad
frecuentista, y el papel del modelo en la descripcién del comportamiento del vector
aleatorio.

Otro concepto interesante que se puede ilustrar con la hoja de célculo es el del soporte de

la funcién de densidad. Hay combinaciones que el vector nunca toma. Para visualizarlo en

términos del modelo se puede mostrar la figura 2, la cual también se puede obtener facilmente

con Excel.

Consideraciones

El uso de este tipo de hojas de célculo puede ser ttil en cualquier fase del proceso de en-

seflanza aprendizaje. Por ejemplo, al comienzo de la exposicién puede servir para que el

alumno comprenda y arme mejor todos los conceptos involucrados en el tema, esto segura-

mente le permitird adentrarse mas facilmente en los aspectos mas tedricos del tema. Este
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tipo de ejercicios también se pueden usar al final del tema como parte de las experiencias de
aprendizaje de los alumnos. Otra consideracién importante es el hecho de que una hoja que
aparentemente sirve para presentar un tema también puede servir para reforzar otros temas

vistos con anterioridad. Se ha cuestionado en la literatura la exactitud de los célculos con
Excel, en la experiencia del autor no ha habido problema alguno a este respecto, probable-

mente debido a la finalidad didéctica del enfoque el cual no requiere demasiada exactitud.
Finalmente, es conveniente recalcar que por su flexibilidad y lo portatil que son, estas hojas
de célculo pueden tener una amplia gama de usos. Comentarios: aguirre@itam.mx.

Referencias

Gudifio-Antillén, J. (1999). Propuesta para la Enserianza de la Teoria de Vectores Aleatorios.

Tesis de Licenciatura en Actuarfa, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, 264 paginas.



Técnicas de registro de datos
funcionales y sus consecuencias
en su analisis estadistico

Hugo Eduardo Calva Diaz
Eduardo Castano Tostado

Universidad Auténoma de Querétaro
Juan de Dios Figueroa Cardenas

Reyna Araceli Mauricio Sanchez
CINVESTAV- unidad Querétaro

1. Introducciéon

En la actualidad hay procesos en los cuales se miden caracteristicas de unidades experi-
mentales o de muestreo de manera casi continua; en muchos casos esto motiva a que estas
mediciones se pueden pensar como manifestaciones discretas de una funcién subyacente,
un dato funcional. Esto sugiere el analizar este tipo de procesos considerando a los datos

agrupados como funciones.

Partiendo de datos yi,¥2, ..., yn Obtenidos de medir una unidad bajo estudio en tiempos

t1, 19, ..., tn, podemos suponer un modelo de la siguiente forma

y; =z (t;) + €5, € ~ (0,0°).

Un primer paso en andlisis funcional de datos es, después de plantear el modelo anterior,
estimar eficientemente a z. El enfoque fue por minimos cuadrados a partir del uso funciones
base del tipo B - spline de orden 4 penalizando la rugosidad del ajuste(ver, por ejemplo, Green
y Silverman,1994 o Ramsay y Silverman, 1997). El objetivo de este trabajo se centra en dos
pasos posteriores a la estimacién de x, descripcién de técnicas de registro y la aplicacion de

componentes principales funcionales.



2. Registro de datos funcionales

Teniendo N unidades experimentales, las z;(t),i = 1,.., N estimadas, éstas pueden diferir
debido a dos tipos de variacién: variacién de amplitud (“altura” ), o variacién de fase (tiempos
diferentes de un mismo estado). Pensemos que cada z; estd definida en un intervalo [0, T:].
Denotemos por a un intervalo estdndar por [0, Tp] . Sea hy(t) una transformacién del tiempo

t tal que

hi (t) : [O’TO] - [OaTi]

con h; estrictamente creciente, satisfaciendo las condiciones de frontera hi(0) =0y hi(Tp) =
T;. Algunas veces se podria necesitar que hi(t) sea una funcién suave, en el sentido de que

sea diferenciable un cierto nimero de veces.

Sea o(t) una funcién objetivo fija definida sobre [0, Tp], en el sentido de que las caracteristicas
de las curvas z; serdn alineadas en algtin sentido con las caracteristicas de o. Entonces

podemos proponer el modelo
zi[hi(t)] = 2o(t) +&:(t) 6 ziohi =20 t+&, (1)

donde ¢ es pequeiio relativo a z; y centrado en cero. Si a z la definimos a través de valores

discretos z;o, j = 1, ...,n, entonces nuestro modelo(1)se convierte en:

zi[hi(t;)] = Tj0 + - (2)

Debido al supuesto de que ¢ es pequeiio relativo a z;, este modelo postula que diferencias
mayores en forma entre la funcién objetivo y una funcién especifica son debido tnicamente

a la variacién de fase.

Un modelo més complejo para variacién inter - curvas, que combina variacién de fase y

amplitud podria ser
zilhi(t)] = As(t)zo(t) + &), (3)

donde 4;(t) es una funcién que modula la amplitud; asf la version discreta de (3) sera
zi[ha(t;)] = Ai(t;)zj0 + €5
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Supongamos, ahora, que se ha podido identificar estas N funciones h;(t), adjetivadas “war-

ping”. Podemos calcular las funciones registradas z;(t) de la siguiente forma:

1. Calcular valores de la funcién inversa h;'(t) para una fina malla de valores de t,
i=1,..N.

2. Calcular los valores de z;(t) para la misma malla de valores de t.

La tarea de registro, entonces, es estimar las funciones de tiempo “warping” h;.

Un método para alinear curvas es mediante la identificacién del tiempo de ocurrencia de
caracteristicas comunes sobresalientes (landmarks) en las curvas (ver por ejemplo Ramsay,
1998), suponiendo que la variacién por corrimiento no es importante. Estas caracteristicas
son algunas veces picos o valles. Los que es esencial en este tipo de alineacién es que el [-ésimo
landmark, de L de interés, para la curva z;(t) sea claramente localizable en un tnico tiempo
toi. Podemos designar el comienzo y el fin de las curvas como caracteristicas con tiempos 0 y
T;, respectivamente, e indicar la sucesién entera de los tiempos landmark ¢, 1 =0,...,L +1
del intervalo [0, T;]. El registro de una curva z;(t) respecto a una funcién de referencia z; se

reduce a encontrar una funcién “warping” h,(t), tal que

.’El[hl(tll)] = Io(tol), [ = 0, ceey L =+ 1.

Usando esta estrategia, las curvas son alineadas transformando el tiempo, de tal manera, que
los eventos landmark de las curvas ocurran aproximadamente en el mismo tiempo. Utilizando

la siguiente notacion para el operador de integracion:

D7'h(t) = /t h(s)ds,

la atencién se enfoca a encontrar cada h; con atributos de ser mondtona, que In(Dh) sea
diferenciable y que w = D{In(Dh)} = %2;‘ sea Lebesgue cuadrado integrable. Estas condi-

ciones aseguraran que h(t) sea estrictamente monétona (Dh > 0) y que su primera derivada

sea suave y acotada casi dondequiera. El criterio de ajuste generalmente utilizado es

9



F\(ylw) = N1 Z {yi — Bo — Bim(t)}> + A /OT w(t)dt (4)

donde

mi(t) = {D™ exp(D~"w) } (1) (5)

Ramsay (1998) desarrollé un algoritmo de 2 etapas para la minimizacién de la

expresién (4.8).

Otra técnica de registro es la que se conoce como registro continuo (Ramsay, 2000). Se pueden
registrar dos curvas, g y Z1, optimizando alguna medida global de similitud entre las curvas

completas. Consideremos la siguiente matriz de covarianzas entre zy y ;.

[yt [xo(t)z:(t)de
[zo(t)z1(t)dt [ 23(t)dt

(6)

Supongamos ahora que con (6) se realiza un andlisis de componentes principales funcionales
(para detalles de componentes principales funcionales ver Ramsay y Silverman, 1997). Si los
valores de las curvas son proporcionales, entonces tal anélisis produciria Gnicamente un sélo
componente principal funcional, esto es, inicamente uno de los 2 eigenvalores de la matriz
(6)serd distinto de cero. Es por esta razén que se propuso que se puede escoger una funciéon

“warping” h;(t) de tal manera que

, , [ [ ot
IIlhlIlF(hi) = min log 1o
Jro@)zilhi(®))dt [ zi[hi(2)]dt

La biisqueda de las funciones “warping” h se realiza en la misma familia utilizada para el

caso del registro landmark vista antes.
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3. AFD en perfiles térmicos de maices mexicanos

Es de importancia caracterizar al maiz, ya que en México es uno de los alimentos de mayor
consumo y de importancia como insumo industrial. Una forma recientemente propuesta de
caracterizarlo es por medio del estudio de la gelatinizacién del almidén componente (Mauricio
Sénchez, 2001); dependiendo de las caracteristicas de la gelatinizacidn, el uso mas adecuado
del grano en procesos industriales. Para ello se genera un perfil térmico de un maiz a partir
de hacer pasar un voltaje fijo a través de una muestra de maiz, pero variando la temperatura

en el medio y midiendo la corriente (amperaje) conducida.

La gelatinizacién comienza, matematicamente, cuando la primera derivada de la corriente
con respecto a la temperatura es igual a cero; posterior al comienzo de la gelatinizacién, el
pico de gelatinizacion se caracteriza mateméticamente cuando se alcanza un minimo en el

perfil térmico.

Perfiles sin Registro Perfiles con Registro Landmark Perfiles con Registro Continuo

0.12
L
0.12
L

0.10
1

£
(-3
£z i
S 2
g
4
& |
o
3 |
o
T T T T T T T T T T T T
40 60 80 100 40 60 80 100 40 60 80 100
Temperaturas Temperaturas Temperaturas

Figura 1: Perfiles suavizados sin registro y registrados
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Los datos analizados en este trabajo provienen de 28 tipos de maices mexicanos cada uno
con 116 lecturas en un intervalo de temperaturas que va de 40 °C a 120°C. Nuestro objetivo
en esta investigacion, fue describir las fuentes de variacién mas importantes en el proceso
de gelatinizacién entre diferentes razas de maices, via registro y por medio de analisis de

componentes principales funcionales.

En el primer panel de la Figura 1 se muestran los 28 perfiles ya suavizados sin registro, para
lo que se utilizé una representacién por 30 funciones base tipo B - spline, splines de orden
cuatro y 18 nodos. Se puede apreciar la variacién tanto en amplitud como en dr~*~samiento

en la ocurrencia del inicio y del pico de la gelatinizacion.

C.P. sin Registro C.P. sin Registro C.P. sin Registro C.P. sin Registro
Click to advance to next plot
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Figura 2: Componentes principales funcionales de perfiles de maiz
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Figura 3: Scores de los perfiles sin registrar, con registro landmark y con registro continuo
respectivamente

En el segundo panel de la Figura 1 se muestran los perfiles ya registrados por landmarks;
éstos fueron identificados como el inicio y el pico de la gelatinizacién de cada perfil, mediante
la inspeccién de los perfiles de derivadas respectivos. El alineamiento logrado en este conjunto

de datos por registro landmark es eficiente en el sentido de generar perfiles que sélo muestran
variaciéon por amplitud.

El panel extremo izquierdo de la Figura 1 se presentan los perfiles registrados con el criterio
continuo; los perfiles registrados muestran una gran deformacion; con respecto al inicio y al
pico de gelatinizacion el registro global muestra resultados insatisfactorios de alineamiento;
esto es natural dado que de entrada no se senala a landmarks de interés porque la técnica
responde a caracteristicas globales y no locales de los perfiles. Asi si el interés radica en
comparar landmarks especificos debe usarse el registro landmark; el registro global es mas

natural de aplicarse cuando se desea registrar perfiles en los que no hay caracteristicas
comunes especificas de interés por parte del investigador.
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Figura 4: Perfil térmico de maiz Bolita (punteado) versus el perfil promedio

En la Figura 2 se muestran los componentes principales funcionales como muiltiplos del per-
fil promedio. Respecto a perfiles sin registro previo, en el primer renglén de la Figura 2,
se puede apreciar que el primer componente principal representa el 90 % de la variabilidad
total, siendo ésta debida a perfiles que de manera uniforme se alejan del promedio ya sea
con amperajes inferiores o ya sea con amperajes inferiores de manera preponderante a partir
de los 70°C'. El segundo componente principal, a pesar de que reporta un porcentaje bas-
tante menor, representa variabilidad aportada por perfiles que muestran un comportamiento
mixto respecto al promedio: perfiles que hasta antes del inicio de la gelatinizacion estan
uniformemente por arriba o por abajo del promedio, pero que toda la gelatinizacién se da en
amperajes menores o mayores, respectivamente, a los del promedio. Observando el primer
panel la Figura 3, en donde se muestran los scores de los perfiles de maices respecto a los dos
primeros componentes principales sin registro, Bolita es el maiz con el mayor peso positivo
en el primer componente principal funcional. En la Figura 4 se muestra el perfil respectivo

comparandolo con el perfil promedio.
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Figura 5: Perfil térmico de maiz ConMich (punteado) versus el perfil promedio

Se puede apreciar que tiene un amperaje mucho mayor que el promedio a lo largo de todo
el rango de temperaturas. ConMich es un maiz cuyo perfil tiene un peso muy importante
en el segundo componente funcional; en la Figura 5 se muestra su perfil en relacién al perfil
promedio, en donde se evidencia su comportamiento mixto respecto al promedio. ConM2 es
un perfil con pesos importantes en ambos componentes principales. En la Figura 6 se muestra
su perfil que evidencia las caracteristicas combinadas representadas por los dos primeros

componentes principales funcionales pero sin alejarse en global mucho del promedio.

Respecto a los componentes principales de perfiles registrados con landmarks, se aprecia que
el primer componente principal reporta un porcentaje mayor (95 %) que en el caso sin regis-
tro, pero cualitativamente representando el mismo tipo de variacién del primer componente
de los perfiles sin registro. El segundo componente principal representa variacion por perfiles
que uniformemente estdn por arriba o por abajo del promedio pero asi hasta el inicio de la

gelatinizacion, para después alcanzar el pico por abajo o por arriba del promedio.
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Figura 6: Perfil térmico de mafz ConM2 (punteado) versus el perfil promedio

Respecto a los componentes principales a partir de datos registrados globalmente, al ser muy
parecidos a los perfiles sin registro, salvo la deformacién mencionada, arrojan interpretaciones

cuantitativa y cualitativamente similares.
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Inference for Mixtures Of
Distributions for Censored Data with
Partial Identification

Alberto Contreras-Cristan

Eduardo Gutiérrez-Pena
Federico O’Reilly
IHIMAS-UNAM

1. Introduction

In this supplementary report we discuss an implementation of the EM algorithm for the
statistical analysis of mixtures of distributions in the context of partial identification. Qur
implementation is related to the type 4 case in Redner and Walker (1984), but we account for
censoring in the likelihood function given by our specific context, described in the manuscript
and in Mendenhall and Hader (1958). Although the EM algorithm approach is interesting
and feasible to implement in our particular case, we conclude that it is computationally more

involved and expensive than the methods proposed in our paper referred to above.

2.  An Implementation Of The Em Algorithm

We refer the reader to Redner and Walker (1984) and Tanner (1996) for a description and

examples of the EM algorithm. Here we only give a sketch of our implementation.

Let 2= (6',n') = ((64,...0}), (m1,...,7m))" denote the vector of all the parameters, where
0% = (13, ;), with ¢; = log 0;. Recall from equation (1) in the manuscript, that the likelihood

L(E|x) for the observed data is proportional to
fj y]u 'r _ N-— -
HH H{W] ' x {1-G(C;0,m)} (1)
Jj=11i=1
We will assume that the original failure times follow a Weibull distribution. Thus after
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standardizing the data we have
iy o
Fi(@sis 3y 07) = € €@ exp {_e(zji—uj)e 3}

and
Fj(wji; Hjs on) =1—exp {._e(sz'—uj)e_“’j} '

Now, consider as augmented data the pairs z; = (ZTo1,%1),- -+ ZN-r = (ToN—r,iN—r), Where
the first component in each pair is an unobserved (censored) datum and the second com-
ponent is an integer which indicates the population corresponding to the first component.

Thus, the augmented likelihood L(zx, z|Z) is proportional to
k T N-r
TITT {7 (266503 x T {7 fiu(wor; 6:)} - (2)
j=1i=1 1=1

From equations (1) and (2) it follows that the predictive distribution for the augmented data

is

N-—7r
P(z1,...,2N—r|Z; E) = H {mlf(ll?oz, ”)) } , (3)
1=1

for z = (zoy,4), 4 =1,...,k, 1 =1,2,...,N —r and zo; > 0. It can be shown that

k k N-—-r
°° ® Wif(xm;ei)
L LR ..d —r
[ > 2 {1—G<o;=>}d“"°‘ o

i1=1 iN—r=1 =1 =

N-—r
& i sz(xaz)
- [ TR e

We assume a uniform prior for Z, so the augmented posterior density is given by

k
p(EIZ,(B) (08 H{Hﬂ- e ‘PJe Tji— ll'_'))e exp{_e(xji._uj)e—wj'}}
Jj=

N-—r
g s
X { e—%le(xoz—m,)e K exp{_e(zol—uil)e ”}}_
=1
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Thus, the expectation of log{p(E|x, z)} with respect to the augmented predictive density

(3) evaluated on a current value E* of E, is given by

QEE") = E{log{p(Elx,2)}E*z} =
o K Wz[f IEoz, ”
/ / . Z log{p(E|x, z)} H - d %01 - .. dToN—r-
’Ll—"l iN—pr=1

In the following computations, 2 denotes equality up to an additive constant (with respect
to &)

-

J

{1Og{7rj} 2 + (iEﬁ — 'u,j)e_‘/’j — e(sz‘—p.j)e_“’j}
=1

M-

LY
Il

—
-

1

Q(E,E%)

Z
]

+
“-

log{m;} {ng{ 1& Gl(z(,o;“l)l)} }

(SR

* w3 f(xo1;03)
— ¥i _us T ul
/O ($OI l‘l’n)e t {1 — G(O, Eu) } dxgy
/°° elmor—mi)e " {M}d o)
170 1-G(0;EY)
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B Z{ ﬂ' e “Jf ) (gu,(pj)} (4)

=1

<.

21



where
o0

m(@}‘) = e*f’;‘/ log{v}e "dv + ,u;‘/ e Vdv,
(

1o¥) uey)

o uw
ug=¥; wi-e;
v(0}; ;) = e® J/ v*7 e Vdv
(63)

—pY
A

and 1(6Y) = e7Hi°
Note that we can write expression (4) as

—myy D
Q(‘:“a ':"u) = h(ﬂ-li' . 'aﬂk) +g((P1, ey Pry L,y - 7”19)’

where

h(r, ... m) = 32: {rj +(N—7) {”3"1{1__@](;;)(;0;3;)} } } log 7;

and

91, PR By k) ){ il el (;0;3;)}}}%

+ zk: (x5 — pj)e i — }k: TZJ e(@5i—n)e” "

I
[
-
—N—
o3
+

£ m{m(0y) — (1= F(0,6))} .
' Z{ = UER ‘ }
- Z{ e ,u], ) (9u>(pj)}'

In order to maximize @ with respect to Z, we maximize in turn each of the terms h and g.
Let us start this procedure with h, by using Lagrange multipliers we get that h attains a

maximum at the point

T (1-F(0:6%))
}

+ (V= r){“p=
N

i=1,2,...k (5)
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Correspondingly, by differentiating g with respect to p; and ¢;, 7 =1,2,...

g attains a maximum at the solution (w1, ..., sk, ¥1,...,¥k) to the equations

Vgg:(]

or in a component-wise fashion

and

where

{1 — F(0;6%)}
1-G0;8"Y)

&
_r] + Ze(xﬂ—/‘])e i — (N — rr)

RUACETZ)) g

+ (N - T‘)T_—G-(;?)—e

=0, j=1,...,k

{1 —F(O;@}‘)} o ik

T

Z(:cji - Mj)e(m"i_"j)e_ (N =) mi{m(0}) — u;(1 — F(0;6))}

1-— G(O; =)

i=1

—pae i
mieTHi®

(N—T’)l—_aT‘;-éaj{ V(035 05 s — w(65;05) }

0, j=1,2,...k,

(0% p5) = ptu (0% ;) + e3¢ v} / 7 og{v}evd

1(62)

, k, we get that

The numerical solution of these equations can be carried out with the aid of Mathematica

(code available from the first author). Iteration of the ezpectation (compute equation (4))

and mazimization (solve equations (5), (6) and (7)) steps of the EM algorithm will provide

us with estimates =" for =.
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3. Using The Em Iterates To Estimate The Asymptotic
Variance-Covariance Matrix

Meng and Rubin (1991) and Tanner (1996) explain how to estimate the asymptotic variance-
covariance matrix for the EM estimates. The idea is to conceptualize the EM algorithm

as a mapping M : © —  from the parameter space onto itself such that M(E") =

=v+l Provided that after a number of iterations M reaches a fixed point E" (the EM

estimate) M (E") = E", then we can use the sequence =20 5! ..., E™ m < 7, to numerically

differentiate M (E). Let us denote by OM(E) the resulting matrix and by PQEET) the Hessian

68 8=2

matrix for Q. For the case k = 2 and considering & = (1, @1, K2, P2, T1, 7o) we have

Qi1 0 Qi3 O 0 0
0 Q22 0 Q24 O O
_PQE=) _ @ 0 Qs 0 0 0 ®)
0=2 T 10 Q4 0 Qua O O |
0 0 0 0 Qs5 O
0 0 0 0 0 Qeg]

since the expressions for those Q;; = Q;;(=,&") which are different from zero are quite
lengthy, we omit to include them here. This matrix must be inverted in order to compute
(9) below. However it is a sparse matrix, a condition which usually makes inversion feasible

even for moderate dimensions.

Meng and Rubin (1991) state that the variance-covariance matrix

_ 8 log{p(E|x -
v = {-ZeedBl=l 1

can be computed as

—
L
d

y -

where I stands for the 3k-dimensional identity matrix. Meng and Rubin’s results are used
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in the next section in order to compute standard errors and confidence intervals for the EM
estimates.

4. A Study Of Coverage For Em Confidence Intervals

The next simulation exercise for £k = 2 populations was carried out in order to study the
coverage of the confidence intervals produced with the method described in the previous

sections. Mathematica code is available from the first author of this report upon request.

For each of the three parameter values in Table 1, the next steps were repeated 100 times

= A sample of the censored mixture described in Section 1 of our manuscript was simu-
lated. We used N = 369 as sample size and C' = 630 as censoring threshold.

= The EM estimates 27 are computed iterating the expectation and mazximization steps.

= Standard errors for these estimates were computed using the asymptotic variance-
covariance matrix described in Section 3. Then considering an approximation to the

normal distribution, a confidence interval is computed for each component of =.

The coverage (percentage of intervals containing the true value of the parameter) is reported

in Table 2 for each of the three parameter values.

Table 1: True parameter values (my = 1 — my)

=1 =2 =3

p1 | -1.0451 | -0.9836 | -1.1374
e | -0.5781 | -0.5163 | -0.6353
o1 | -0.2362 | -0.1776 | -0.3273
o | -0.1180 | -0.0607 | -0.1714

m | 0.2954 0.26 0.33

25



Table 2: Coverage for 95 % intervals

i1 | By | Es
pp | 0.91]0.88]0.94
ps | 0.96 [ 0.88 [ 0.96
©1]0.96]0.89 | 0.98
©2 [ 0.98]0.91]0.97
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Medicion de la Desigualdad:
Breve Revision

Patricia Covarrubias Aguirre

Colegio de Postgraduados,Facultad Latinoamericana de Ciencias Sociales, Sede México

1. Introduccién

Desde principios de siglo se han propuesto diferentes métodos y formas de medir la desi-
gualdad, surgidas de areas como la Teoria de la Informacién, la Economia y la Estadistica.
El desarrollo de estos métodos ha dado origen a la definicién de diferentes tipos de 6rdenes
estocdsticos. En la actualidad el tema de la desigualdad ha cobrado gran importancia, debido
a la relacién que tiene con el problema social de la pobreza y la distribucién inequitativa

del ingreso. En este trabajo se presenta una resefia de algunos trabajos relevantes sobre me-

dicién de la desigualdad y se describen algunos de los diferentes métodos y medidas que se
han utilizado para medir la desigualdad.

2. Definicién general de una medida relativa de
desigualdad

Es una relacién funcional I entre un conjunto D de estados sociales y un conjunto R de
puntos de comparacién ordenados por una relacién binaria 2 . Esta medida extrae de un

estado social dado d € D, aspectos que son relevantes a la desigualdad.

I'D — R
d — I(d)

La relacién binaria satisface

1. I(d) 2 I(d*) = d tiene un nivel de desigualdad por lo menos tan alto como el de d*.
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2. I(d) Z I(d*), I(d) £ I(d*) = d y d* tienen el mismo nivel de desigualdad, denotado
como I(d) ~ I(d*).

3. I(d)>I(d*) = I(d) 2 I(d*)A" (I(d) «~ I(d*)), d tiene més desigualdad que d*.

Como estructura adicional, se pide que 2 sea:

reflexiva, (rzr VreR),
transitiva, (rZr, ™2 =2 ),
antisimétrica, (r>r* rm2r =rv ).

Las medidas numéricas como el coeficiente de Gini y la medida de entropia de Theil toman
R como los reales y la relacién “ 2 ” como “ > ” (mayor o igual). Estas satisfacen las tres
propiedades anteriores y ademéas “ > ” es completa en R, ya que todo z € R puede ser

comparado con cualquier otro elemento y € R, usando “ > " (incluso consigo mismo).

El dominio D estd formado por hogares o personas y el elemento tipico en D es un vector
X = (X1, Xz, ...,X,), donde X; es el ingreso de la i-ésima persona y n es el nimero de
individuos. D = U2, D, donde D, ={X € R™:> -, X; >0y X; >0 Vi}, es decir, hay
un ingreso positivo a distribuirse y nadie percibe un ingreso negativo; en algunos casos se

usa un dominio D; = {X € D : X; > 0 Vi} més pequefio.

3. Propiedades de las medidas relativas de desigualdad

Existen problemas al usar diferentes medidas de desigualdad para comparar diferentes po-
blaciones. Uno de ellos es que el ordenamiento que se obtiene puede depender de la medida
que se utilice. Para tratar de resolver este problema se han utilizado dos enfoques: el de

ranqueo parcial y el axiomaético.
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Ranqueo parcial

Cualquier clase (aceptable) de medidas puede no coincidir en algunas comparaciones, pero
hay algunas otras en las que todas las medidas de esa clase deben coincidir. Entonces cabe
preguntarse por la relaciéon que debe haber entre dos distribuciones para asegurar que todas
las medidas de desigualdad en una clase lleven a las mismas conclusiones. En otras palabras,
icudl es el orden inducido por una clase de medidas?, o suponiendo que ya se tiene un

ordenamiento, jcudl es la clase de medidas consistentes con é1?
Enfoque axiomatico

El hecho de que dos medidas no coincidan puede ser irrelevante si se tienen buenas razones
para preferir una sobre la otra. La pregunta es entonces, jcdmo escoger una? Resulta apro-
piado en este momento preguntarse cudles serfan propiedades deseables en una medida de
desigualdad y evaluar a las medidas de acuerdo a esas propiedades.

Se piden 4 propiedades bésicas que las medidas relativas de desigualdad deben satisfacer:

1. Principio de transferencia (PD).- Algunas transferencias (las de ricos a pobres) dis-
minuyen la desigualdad. De la misma manera, se requiere también que la desigualdad
crezca siempre que un ingreso sea transferido de una persona pobre a otra menos pobre
(més rica). A este tipo de transferencia se le llama transferencia regresiva. Por ejemplo,

se obtiene X € D a partir de Y € D mediante una transferencia regresiva si dadas i, j
tenemos que

i) Y; <Y,
#1) Xe=Yry Vk#i,7,

i.e., una transferencia regresiva implica un incremento en la desigualdad.

2. Simetria (S).- La medida es “ciega” al hecho de quién tiene qué. X € D se obtiene de
Y € D mediante una permutacién = I(z) «~ I(y), es decir, la desigualdad no cambia

si los individuos intercambian lugares.
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3. Homogeneidad (H).- Doblando el ingreso de todos, la medida no debe cambiar. El
cambio proporcional en los ingresos no modifica la desigualdad, es decir, si X € D se

obtiene de Y € D por un cambio proporcional en el nivel de ingresos = I(z) « I(y).

Las 3 propiedades antes descritas se satisfacen para poblaciones del mismo tamaifio.
Para permitir poblaciones de diferentes tamafos se usa la nocién de “replicacién”. Y es

una replicacién de X si X € D y paraalgunam > 2,setieneY = (Y, Y@ vy (™)
donde cada Y® = g.

4. Principio de Poblacién (PP): Si Y es una replicacién de X = I(z) « I(y).

El nivel de desigualdad no se debe afectar si el nimero de individuos con cada ingreso

se duplica.

De estas 4 propiedades, no todas parecen tener una aceptacién generalizada, por ejemplo,
Arnold (1987) argumenta que dnicamente el principio de Tranferencia (Pigou-Dalton), al

que él llama el axioma de Robin Hood, es el unico que cuenta con aceptac<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>