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Presentacion

El XVIII Foro Nacional de Estadistica se llevo a cabo de 13 al 17 de octubre de 2003 en
el conjunto Amoxcalli de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de

México, siendo dicha facultad quien organizo el evento.

En estas memorias se presentan algunos de los resimenes de las contribuciones presentadas
en este foro. Todos los resimenes recibidos fueron incluidos sin un proceso de arbitraje,

aunque con una detallada revision.

La Asociacién Mexicana de Estadistica agradece a la Facultad de Ciencias de la UNAM su
apoyo para la realizacién de este foro y al Instituto Nacional de Estadistica, Geografia e

Informatica el apoyo para la edicién de estas memorias.

El Comité Editorial:

Carlos Diaz Avalos

Antonio Gonzélez Fragoso

Karim Anaya Izquierdo
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Intervalos de confianza exactos para el
cociente de momios

Rebeca Aguirre Hernandez!
Federico O’Reilly?

Instituto de Investigaciones en Matemdticas Aplicadas y en Sistemas,

Universidad Nacional Auténoma de México
1. Introducciéon

Cuando se miden dos variables binarias, V; y V5, a un conjunto de n individuos indepen-
dientes, los datos suelen presentarse en una tabla de contingencia de 2 x 2. A menudo interesa
determinar si las dos variables son independientes. La prueba exacta de Fisher se usa con
esta finalidad si el niimero total de individuos estudiados no es suficientemente grande como
para aplicar métodos asintoticos. El procedimiento consiste en hacer un andlisis condicional
a las frecuencias marginales de la tabla observada. En este caso, solo una de las frecuencias
conjuntas de la tabla, X, puede considerarse como una variable aleatoria; el resto se calculan

a partir de X y de las frecuencias marginales como lo muestra la siguiente tabla.

Tabla 1: Tabla de contingencia de 2 x 2 con frecuencias marginales fijas.

V5 Exito | Vs Fracaso | Total

V1 Exito X n—X n
Vi Fracaso | t — X m—t+X | m
t n+m-—=t | n+m

Las hipdtesis Hy : Vi y Vo son independientes vs. Hy : Vi y V5 no son independientes son
equivalentes a Hy: ¢ =1 vs. Hy : ¢ # 1 donde ¢ es la razén de momios. En lugar de probar
estas hipotesis se puede construir un intervalo de confianza para ¢. Si el intervalo contiene

al uno se concluye que V; y V5 son independientes.

1rebeca@sigma. iimas.unam.mx
2federico@sig;ma. iimas.unam.mx



2. Intervalos de Confianza para la Razéon de Momios

Considere la tabla de contingencia mostrada arriba. La variable aleatoria X se distribuye, al
condicionar en las frecuencias marginales de la tabla, como una hipergeométrica no central

(Fisher (1935)):

P(X =jié,n,m,t) = (‘T;) <t 737) . (1)

(")

donde zg = maz{0,t —m} < j < zy =min{n,t} y ¢ > 0. A partir de esta distribucién, el
nivel de significancia correspondiente a la prueba de hipotesis Hy : ¢ = ¢* vs. Hy : ¢ > ¢* se

calcula como:

Tf

Y P(X=ux|nmt0e) (2)

T=ZTobs

donde P(X =z | n,m,t, ¢) estd dada por la expresion (1) y zps es el valor observado de X.
Anélogamente, el nivel de significancia asociado a las hipotesis Hy : ¢ = ¢* vs. Hy : ¢ < ¢*

se calcula como:

Tobs

Y P(X =z|nmt¢) (3)

T=x0

Cornfield (1956) propuso usar las expresiones (2) y (3) para calcular un intervalo exacto al
(1 — «) x 100 % de confianza para ¢. El limite inferior, ¢, es aquel valor de ¢ tal que la
expresion (2) es igual a «/2. El limite superior del intervalo es el valor de ¢g; que satisface
con la restriccién de que la ecuacién (3) es igual a /2. Es decir, el intervalo exacto de

Cornfield es (¢, ¢s1) donde ¢1 vy ¢g1 se obtienen por ensayo y error.
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El nivel de significancia de la prueba de hipétesis y la probabilidad de cobertura del intervalo
de Cornfield son conservadores, es decir, mayores al nivel preestablecido por el investigador.
Esto se debe a que X es una variable aleatoria discreta. Para atenuar este problema se ha
propuesto (Berry y Armitage (1995)) aplicar una correccién conocida como “mid-P value”
que consiste en multiplicar P(X = xups | n,m,t,¢) por 0.5. Es decir, al momento de cal-
cular el nivel de significancia y los limites del intervalo para ¢, las expresiones (2) y (3) se

reemplazan por (4) y (5) respectivamente:

1 -
5 P(X = 2on) + Y P(X=uq) (4)
T=Tops+1
mobsfl 1
> P(X =)+ 3 P(X = Zon,) (5)
T=x0

Existen otros intervalos frecuentistas propuestos para ¢, ver por ejemplo Agresti y Min
(2001).

3. Intervalo Fiducial para la Razon de Momios

R. Fisher fue el precusor de la estadistica fiducial pero este enfoque ha tenido poca aceptacion.
Para el caso de variables aleatorias discretas pertenecientes a la familia exponencial, O’Reilly

(2003) propuso definir la funcién de distribucién fiducial como la siguiente combinacién lineal

convexa:
1-P(X <ux) six =z

HO|z)=1¢ o[l -P(X <z)+ (1 —a)[l—P(X <) sixg <@ <y
1-P(X <x) stz =uxy

donde «a € [0, 1]. Generalmente se usa « = 1/2. La derivada de H(6 | x) con respecto a 0 da
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como resultado la funcién de densidad fiducial k(0 | x) = dH(0 | x)/df. Si X se distribuye
como una hipergeométrica no central, h(¢ | x) es el cociente de dos polinomios en ¢. Note

que h(¢ | ) es una funcién de ¢.

Existen dos métodos para construir un intervalo para la razén de momios con base en k(¢ | x).
Uno de ellos consiste en encontrar los valores ¢y v ¢go tales que el area de h(¢ | z) a la

izquierda de ¢ y a la derecha de ¢gs sea igual a o/2. Es decir:

ér2 oo a
| o 0o = [ o | 0yio =5
0 ®s2

Con base en diversos ejemplos se encontré que el intervalo resultante: (¢2, ¢s2) coincide con

el intervalo exacto de Cornfield cuando se aplica la correccion del “mid-P value”.

Otro método para construir un intervalo fiducial para ¢ consiste en trazar una linea horizontal
que intersecte a h(¢ | ). Los puntos en que dicha linea intersecta a h(¢ | x) se denotarén
como ¢r3 y ¢gs. Se dird que (¢rs, pg3) es un intervalo fiducial con un nivel de confianza de
(1 —a) x 100 % si

$s3
/ h(¢ | z)dp=1—« donde h(grs | x) = h(dss | ) =y

La longitud de los intervalos asi obtenidos es menor o igual a la longitud de los intervalos

construidos mediante el método descrito previamente.

4. Ejemplo

Considere una tabla de 2 x 2 en la que todas las frecuencias marginales son iguales a 4 ie.
n =m =t = 4. En este caso, la variable aleatoria X puede tomar los valores: {0,1,2,3,4}.
La Tabla 2 muestra, para cada posible valor de X, la razén de momios observada, el intervalo

exacto de Cornfield, el intervalo corregido de Cornfield y el intervalo fiducial construidos con

4



un nivel de confianza de 95 %.

De acuerdo con los dos primeros intervalos, existe independencia si X € {1,2,3}. En cam-
bio, el intervalo fiducial indica que las variables son independientes si X > 0. Los intervalos
fiduciales son los més angostos. El intervalo corregido de Cornfield y el intervalo fiducial
son idénticos cuando X = 0. El intervalo exacto de Cornfield y su versién corregida tienen
longitud infinita cuando X = 4. Ademas, estos dos intervalos son invariantes ante trans-
fomaciones monétonas de ¢. Es decir, si (¢, ¢g) es el intervalo para ¢ entonces (¢g', ;")
es el intervalo para ¢—!. Esta propiedad queda ejemplificada en la Tabla 2 al comparar los
intervalos exactos de Cornfield obtenidos cuando X = 0 y X = 4 asi como los intervalos

obtenidos cuando X =1y X = 3. Los intervalos corregidos de Cornfield presentan el mismo

comportamiento.

Tabla 2: Intervalos al 95 % de confianza para la razén de momios de una tabla de 2 x 2 con
todas las frecuencias marginales iguales a 4.

Razén de Cornfield Cornfield corregido Fiducial
X | Momios | Inferior | Superior | Inferior | Superior Inferior | Superior
0 10.0 0.0 0.747 0.0 0.499 0.0 0.5
1]0.11 0.0016 | 4.72 0.00325 | 3.23 0.0 2.09
2 |1 0.033 30.6 0.05 19.9 0.000156 | 12.238
319 0.21 626 0.31 309 0.00374 | 149.32
4 | 0o 1.34 00 2 00 0.0425 307.5178

Referencias
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Software and applications in
multiresponse variables

Guillermo Bali Chavez!

Instituto Tecnologico y de Estudios Superiores de Monterrey
Campus Ciudad de México
Dariusz Czerski?
Akademia Podlaska,
Siedlce, Poland

Andrzej Matuszewski?
Institute of Computer Science,
Polish Academy of Sciences

Warsaw, Poland

1. Introduction

The research in multiresponse variables has grown enormously in the last years because
its importance for the analysis of different types of questionnaires. Without doubt, this
methodology will go gaining practical space for databases analysis of greater complexity.
The problem extensively has been referred since the perspective of a categorical variable and
one genuine multiresponse variable by Agresti and Liu (1999), Bilder et al. (2000), Decady
and Thomas (2000) and Loughin and Sherer (1998). The authors introduce a chi-square
statistics to find that dependence exists among the variables. From this point, the search of
a significant correlation between two multiple variables has been the objective, among others,
of the investigations of Bali and Matuszewski (1998), Matuszewski and Trojanowski (2001)
and Bali et al. (2003). In all of them have been discussed with amplitude, the possibility to
define what would be understood for ”independence” for this type of variables. The statistics
used in these papers are referred to the chi-square type too, although there are an important
separation between votes and persons. This allowed to divided the algorithms in traditional

and democratic schemes. The introduction of various schemes of simulation for votes and
persons in the methodology of analysis in the articles referred, prompted the development

lgbali@itesm.mx
2DAREQ@2com. pl
3amaﬁ:@ipipan.waw.pl



of sophisticated software because it was necessary for our study the implementation of the
algorithms in C** and JAVA.

2. Samples schemes

We will present some examples of sampling schemes developed for this research. We will refer
to the case when the two questions have three options, but the methodology is implemented
in JAVA, for any number of options inside the questions. Besides it is included the algorithms
for a traditional (votes) or democratic (persons) counting method, Bali et al. (2003). The
statistics phi (Yule-Pearson coefficient ) is calculated for the real sample in all schemes and is
compared with the 95 % and 99 % percentiles , obtained with the bootstrap-type procedures.
Monograph oriented for the area of discrete statistics offer different distribution as model of
data behavior. Once the data matrix fulfills these requirements under the null hypothesis,

the chi square distribution for X? can be applied to test this hypothesis.

2.1. Total schema

In this schema there are 24 probabilities, that correspond to the form of answer of the
question 1, where A is the number of options for question 1. This probabilities should sum 1
since collect all the possible combinations of answer. For the question 2 the parameters that

are defined are totally analogous to the first question.

2.2. Total modified schema

For the example case, we take two questions with three options, we can find the patterns of
responses (1, 1), (1,2), (2,1) and (2, 2) that are generated in automatic form, where (A, B) is
the number of answers that gave a person to each one of the questions. This are the patterns
that really influence in the correlation. The case of the persons that answered all options or
did not choose anything are excluded. The generation method splits in principle a negative

independence. This aspects have been discussed exhaustively for Bali et al. (2003).
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2.3. MN2 schema

In this case exist A and B possibilities to choose each one of the answers respectively. Here
the probabilities should not sum necessarily one. In most cases this add belongs to the
interval (1, A) and (1, B).

2.4. Hypergeometric schema

It is analogous to the total modified schema and be built from the same previous patterns,
but with another generation method from the marginal probabilities, the result is in principle

a positive independence.

3. Methods to define “equivalent” parameters

We can have a sample of persons that answered a two "pick any” questions. It could be
possible that exist correlation between the two answers. From the real sample the parame-
ters of the four schemes can be calculated. Another variant is define the parameters P P,
and P; for one schema and derive the parameters of the others. There are mathematical
transformations but the form are not always trivial. For example in the case of the Hyper-
geometric Schema, the relation that exists between the parameters from the algorithm and
the probabilities of the real sample Real,, Reals and Reals is not explicit. For example, the

transformation formula for the case 3X3 are given by:

P, 1 P, P,
Reah = —1+5<P2 ! +P3 ! )

P 1 P. P.
Real, = —2+§<P1 2 p——2 )

Py 1 P. P
R@(lll = —3+§<P1 3 +P2 3 )




In the case of the Total Modified Schema, we obtain:

P;+ P
Real; = 3; 2
P+ P
Real; = 1; 3
P+ P
Real; = 1_; 2

where P, + P, + P; = 1. These formulas allow us to connect the two schemes and their
outcomes.

4. Simulation results

We realized a research about the use and customs to read between university students located
in the Tlalpan delegation. The random sample size was equal to 120 persons and we receive
102 valid questionnaires that was answered by 59 % of females, 41 % of males, 75 % students
of Administrative and Humanity careers and 25% of Engineering careers. We take two

multiresponse questions for the questionnaire and we obtain the following results:

For the question, What type of publications are you custom to read?, the answers was 61 %
Books, 57 % Magazines and 34 % Internet Webs.

For the question, In which place do you custom to read?, the answers was 79 % in their own

room, 31 % in the school and 18 % in the point of purchase

The following table contains the values for the Statistic, 95 % and 99 % percentiles by boots-
trap for the Total, Total Modified [(1,1) = 27,(1,2) = 15,(2,1) = 20, (2,2) = 16} and MN2
[(0,55,0,6125,0,3) x (0,8625,0,325,0,2125)] Schemes.

The number of bootstrap simulation was equal to 60,000 (Democratic Counting).
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Schema Total | Total Modified | MN2

Statistic 5.64 5.64 5.64
95 % Percentil | 3.37 | 3.80 2.49
99 % Percentil | 4.75 | 5.33 3.56

The outcomes of the table show that exist a correlation among the two questions of the
questionnaire, because the statistic is always bigger than the percentiles values, both of
them. In the real sample can be established a significant dependence between the publications
that the persons custom to read and the places that they used to read for Mexican students
for the south of the city. Relevant is that the results of the MN2 schema are qualitative
different of the other two schemes. This behavior is very interesting and indicate that there

are maximal p-value for this correlation problem.

5. Final remarks

The high degree of difficulty that represents to find a p-value,that measure statistical depen-
dence between multiresponse variables has derived in the development of new software to
explore the problem since different angles. This paper shows examples of some of the sampling
schemes that have been implemented. The use of bootstrap as our form of approximation
to the real distribution of the sample was a decisive step to estimate p-values that formalize
the independence of the pair of questions in a meaningful way . It is of capital importance to
understand that using bootstrap methodology is possible to generate independent samples
with marginal probabilities. We would like to add, that the methodology of residues would

contribute to additional results and should be to account in our future research.. We must
indicate that the aspects that are presented in this research have a strong connection with

Data Mining, because both of them allow the analysis of real databases.
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Optimizaciéon multirrespuesta en
procesos industriales: una
propuesta grafica

Jorge Dominguez Dominguez!

Rosa M. Rocha Morales

Centro de Investigacion en Matemadticas, A.C.

1. Introduccion

El diseno de experimentos se ha aplicado de manera importante para mejorar la calidad
de procesos y productos, adicionalmente para hacer que estos productos sean robustos an-
te condiciones extremas. Las caracteristicas de respuesta para evaluar la calidad tienen un
enfoque multirrespuesta. Es frecuente encontrar muchas aplicaciones industriales con varias
respuestas. La finalidad es alcanzar la calidad global de un producto, por lo que es nece-
sario optimizar de manera simultanea las respuestas de interés. En esencia, el problema de
optimizacién de varias respuestas involucra la selecciéon de un conjunto de condiciones o va-
riables independientes tales que den como resultado un producto o servicio conveniente. Es
decir, se desea seleccionar los niveles de las variables independientes que optimicen todas las

respuestas a la vez.

Este trabajo tiene por objetivo mostrar un método grafico como una alternativa a los méto-
dos analiticos para optimizar de manera global las respuestas que definen la calidad de un
producto. Una de las ventajas del método grafico es que permite generar varias escenarios

de posibles soluciones éptimas tales que impacten en la reduccion de costos.

2. Planteamiento del problema

Se integré un grupo interdiscipliario con el fin de realizar un proyecto de desarrollo tecnologi-

co para aprovechar los residuos agro industriales. La idea principal del proyecto consiste en

ljorge@cimat .mx
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construir un extrusor cuya funcion serd elaborar forraje para ganado. Varios factores inter-
vienen en este proceso de extrusion, se tiene interés en investigar mediante un experimento
que factores son significativos para el proceso. Con esta informacion se realizd un segundo
experimento para determinar que valores en los diferentes factores dan lugar a un alimento
optimo. Para optimizar el proceso en cada tratamiento experimental se midieron diferentes

respuestas.

Varios esquemas experimentales se pueden plantear para este proyecto, tales como, disenos
factoriales, disenos factoriales fraccionados, diseno Box - Benhken o diseno central compuesto
Box y Draper (1987). Cada una de las respuestas se pueden modelar con los resultados al
aplicar alguno de estos disenos. Por lo general estos modelos son lineales y estan en funcion de
los factores. Asi para n respuestas se tienen n modelos, el i-ésimo modelo para esa respuesta

Y; se escribe como:

Yi=06+ X8+ X'BX +¢ (1)

donde X' =(X7,...,X}) es un vector de k factores, 5y la constante, 8 = (f,..., ) un
vector de pardmetros B = (011, ..., 1k, Bk1, - - - » Ork) matriz de pardmetros de segundo orden,
y e~ N(0,0%).

El problema consiste en determinar la mejor combinacién de los factores tal que produzcan
el 6ptimo global. Es decir que todas las respuestas den su mejor valor. Esta situacion se

puede plantear como sigue:

Optimizar Y
Sujeto a Yo =1,

Y, =L,

X € R, R : regién experimental

donde los L; (i =1,...,n — 1) representan consideraciones importantes o restricciones para

las respuestas.

14



3. Procedimientos de optimizacién

La expresién (2) describe el planteamiento tipico de un problema de programacién lineal, la
solucion es un valor Xy de X, que genera una respuesta 6ptima global bajo estas condicio-
nes. Entre las ventajas de este procedimiento es su planteamiento matematico y que puede
ser resuelto mediante una hoja de calculo. Existen otros procedimientos analiticos eficien-
tes, cémo el de la funcién de deseabilidad (DE) propuesto por Derringer y Suich, R.(1980)
analizado y aplicado por Derringer(1994). El método citado permite crear varios esenarios
para posibles soluciones. El procedimiento denominado funcién distancia (DI) fue propuesto
por Khuri y Colon (1981), con éste también se obtienen una solucién éptima puntual. Varios
investigadores han producido trabajos interesantes en esta direccion, ver Del Castillo et.al
(1996). Un efonque que considera a la funcién de pérdida (PE) es propuesto por Ames et.al.
(1997).

No obstante que el método gréafico (MG) es un procedimiento descritivo, éste contiene o

ilustra a todos los resultados que se obtienen con los métodos anteriormente citados. Este
funciona relativamente facil ante situaciones cuando existen dos o tres factores, se complica
un poco con cuatro. Se considera como una buena préactica que en la estrategias de optimi-
zacién primero se realizan experimentos para eliminar factores que aportan poca infomacion
a la respuesta de interés. Asi que en la estrategia experimental para obtener un éptimo se

trabaja con un ntmero reducido de factores.

4. El método grafico

Para ilustrar el método grafico se utilizara un problema descrito por Box-Draper (1987). Este

hace referencia a un disefio experimental del tipo factorial completo 32, el cual se aplicé con
el propésito de estudiar la capacidad de una imprenta para imprimir tinta de color en unas

etiquetas. Se considera que tres factores tienen efecto en la impresién de la tinta. Los factores

15



y sus niveles:

Factores Niveles

-1 0 1
xy : velocidad | 30 45 60
X9 : presion 90 110 130
xs : distancia | 12 20 28

Por cuestiones de espacio remitimos a lector a consultar los datos en el libro de los autores
citados. Con los resultados reportados al aplicar el diseno se pueden obtener los modelos
para la media y la desviacién estandar. El siguiente paso es la optimizacién conjunta de
estas respuestas. Es importante hacer notar que la optimizacién conjunta de la media y la
varianza es relevante en muchos procesos. Ya que una solucién optima permitird mejorar
la caracteristica del proceso (6ptimo de la media) y con la minima varianza (éptimo de la

varianza).

A partir de la expresién (1), los modelos para la media y varianza son: Y, = p(zx)y Y, = o(x)
respectivamente. Los modelos que se obtienen al ajustar la media y la desviacién estandar

se describen en las dos siguientes exrpesiones:

Vi=7Ji(z) = 327.6 +177.02; 41094z, 413152,
4+32.022  -22.422 -29.1 22
+66.0x1 29 47551123 +43.61523

=0o(x)= 349 +11.52; +1532y  +29.214
+4.2 22 -1.323 +16.8 22
+7.7x129 +51la123 +14.12923.

[\

Se grafican ambos modelos, las curvas de nivel que se generan de cada respuesta se sobrepo-
nen. Como se tienen tres variables de entrada, lo que se hace para ver posibles soluciones,
es considerar el plano de un par de factores y dejar fijo el otro factor en un nivel. En la
grafica a la izquierda de la Figura 1 se muestra el plano (X1,X3) y el valor Xy = 0 para el
factor 2. Un conjunto de soluciones factibles se encuentran en la regién de interseccion. Esta

representacion se hace en el espacio como se ilustra en la grafica a la derecha de la Figura 1.
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Se puede notar que al ir cambiando el valor del factor 2 se generara una region en el espacio

de posibles soluciones éptimas. Esta situacién se observa en la Figura 2.
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Figura 1: Solucién en el plano (X, X3) y Xo = 0; corte en el espacio con X5 = 0.

En la Figura 2 se muestra el potencial del método grafico, ya que la regién que se obtiene a
partir de este método da lugar a un esenario de soluciones factibles para optimizar las dos
respuestas a la vez. Ademads se ilustra las soluciones que generan algunos de los métodos

analiticos citados.

En la Tabla 1 se describen los resultados éptimos que se obtienen a partir de diferentes
métodos, (soluciones éptimas X;o,7 = 1,2, 3, Yjo,j = 1,2). La mejor solucién que se plantea
para este proceso es que la media tenga un valor en 500 con la menor varianza. Tanto
en la Figura 2 como en la Tabla 1 se puede apreciar que la solucién que presentan los
métodos la funcién de distancia (DI) y la funcién de pérdida (FP) caen fuera de la region
experimental. La soluciéon generada por la funcién de deseabilidad esta en el espacio de
soluciones propuestas por el procedimiento grafico. A nivel general se puede concluir que en
este caso el método grafico tiene una menor varianza. Ademaés se puede explorar en la regién
experimental valores apropiados de los factores donde se consiga reducir costos de operacién,

cuestién que no es facil en los otros métodos.
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Figura 2: Regién de soluciones factibles: método grafico; 6ptimos generados por métodos
analiticos.

Tabla 1: Soluciones éptimas generadas al aplicar los diferentes procedimientos

Métodos X0 | Xoo | Xsgo Yio | Yao
MG método grafico 1.00 | 0.14 | -0.29 | 500.0 | 44.7
DE funcién deseabilidad | 1.00 | 0.17 | -0.30 | 500.0 | 45.1
PE funcién de pérdida 1.57 | -0.72 | -0.09 | 500.0 | 45.1
DI funcion distancia 1.60 | -0.62 | -0.19 | 501.9 | 45.5

5. Discusion

A nivel de conclusiones resaltaremos algunas ventajas que se consideran importantes del
método grafico sobre los otros procedimientos. En referencia al método grafico se puede
decir que, es visual, practico y amigable. Por otro lado, presenta soluciones competitivas
con respecto a los métodos analiticos. Resulta muy 1til porque puede aplicarse en procesos
cotidianos. Evidentemente es una guia para los responsables de los procesos con el fin de
disminuir costos, seleccionando niveles de los factores que den lugar a una combinacién de
tratamientos mas econdémica. Por su caracter grafico es un auxiliar para detectar la presencia
de varias regiones factibles. Ayuda a generar mayor conocimiento del proceso bajo estudio.
Finalmente, la integracién del método grafico con los métodos analiticos proporcionan una

alternativa potencial para dar solucion a los problemas multirrespuesta.

18



Referencias

Ames, A. E., Mattucci, M., Stephen, M., Szonyi, G. and Hawkins, D. M. (1997). “Quality
Loss Functions for Optimization Across Multiple Response Surfaces”. Journal of Quality
Technology 29, pp. 339-346.

Box, G. E. P. and Draper, N. R. (1987). Empirical Model Building and Response Surfaces.
John Wiley & Sons, New York, NY.

Del Castillo, E., Montgomery, D. C. and McCarville, D. R. (1996). “Modified Desirability
Functions for Multiple Response Optimization”. Journal of Quality Technology 28, pp. 337-
345.

Derringer, G. and Suich, R. (1980). “Simultaneous Optimization of Several Response Varia-
bles”. Journal of Quality Technology 12, pp. 214-219.

Derringer, G. (1994). “A Balancing Act: Optimizing a Product’s Properties”. Quality Pro-
gress pp. 51-58.

Khuri, A. and Conlon, M. (1981). “Simultaneus Optimization of Multiple Responses Repre-
sented by Polynomial Regression Functions”. Technometrics 23, pp.363-375.

19



20



Inferencia paramétrica para una clase
de cadenas de Markov

Gabriel Escarela !
Universidad Autonoma Metropolitana,

Unidad Iztapalapa

1. Introduccion

Las cadenas de Markov pueden ser aplicadas a varios problemas de ciencia actuarial y de
control estocastico. Estas cadenas pueden usarse para modelar sucesiones de datos donde
los miembros de la sucesiéon dependen de su vecindario. Algunos ejemplos incluyen el del
modelado del monto correspondiente al total de indemnizaciones pagadas por una compania
de seguros en un periodo determinado (e.g. Beard et. al., 1990), y el de inventarios estocasti-
cos donde la demanda de un producto en especifico en un periodo determinado depende

altamente de lo demandado en el periodo precedente (e.g. Porteous, 2002).

La mayoria de la literatura disponible suele partir de la suposicién de que los elementos de la
sucesion de variables aleatorias son independientes. Esta suposicién puede dar una serie de
inferencias erréneas cuando existe cierto grado de dependencia entre las variables aleatorias.
De hecho, muchas veces un investigador desea llevar a cabo pruebas de hipdtesis sobre esta
independencia tratando de usar tanta informacion de la sucesién como sea posible. La meta
de este estudio es la de proponer un procedimiento para modelar este tipo de secuencias en

un marco completamente paramétrico.

2. Construccion de cadenas de Markov

Sean Y;, 71 =0,1,..., los valores de la cadena de Markov. Una familia de cadenas de Markov

puede definirse por las probabilidades de transicién (e.g Rolski et. al., 2000)

P(Y; <y|Yio1 = 2).

1escarela@yahoo .com
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En este caso, la distribucién inicial Py(y) = Pr{Yy < y} completa la definicién de una
cadena en particular. Cuando se desea modelar cadenas de Markov estacionarias, es necesario
construir probabilidades de transicion las cuales no dependen del indice i. Una cadena de
Markov puede entonces definirse usando una funcién de distribucién bidimensional F'(z,y),
la cual cuenta con una derivada parcial finita con respecto a y. Asi, la probabilidad de

transicién se puede calcular con

P(Y; <z|Yio1 =2) =

OF (z,2) /OF(o0,z)
0z 0z

donde F(c0, z) denota la distribucién marginal de la segunda variable.

En este estudio nos concentramos a una clase de modelos de cadenas de Markov generada
por la distribucién bivariada del tipo Morgenstern, la cual estd definida por (e.g. d’Este,
1981)

F(x,z) = F(z)F(z){1 + a[l = F(z)][1 = F(2)]},

donde a es el parametro que controla el nivel de dependencia entre las marginales, el cual

satisface
la| <1,

y F(z) denota la forma que toma cada distribucién marginal; aqui suponemos que F(z) es

absolutamente continua.
Bajo el modelo de Morgenstern es posible demostrar que la probabilidad de transicion es
P(alz) = P(Y; < alVis = 2)
= F(x){1+a[l — F(x)][1 —2F(2)]}.
y la funcién de densidad correspondiente es
p(z[z) = f(@){1 +a[l = 2F (2)][1 - 2F(2)]}.

La distribucién estacionaria de la Cadena de Markov es efectivamente F'(z), con la restriccién
de que |a| < 1. Esto se puede confirmar al notar que la distribucién estacionaria Q(z) debe
cumplir

mmz/mpmamaw,

—00
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pero en este caso solo F(z) lo puede cumplir.

La esperanza condicional de Y; se puede calcular en términos de su predecesor Y;_1, el pardame-

tro de dependencia a, y la distribucién estacionaria F'(z) como se muestra a continuacion:

BYIYo =2 = [ af@) {1+l - 2P - 27 () do
= mx+all —2F(2)]«,

donde myx denota la media de la distribucién estacionaria F'(x) y

oz:/_oox[l—QF(:E)]f(x)dx.

La varianza condicional correspondiente es

Var[Y;|Y; .y = 2] = o% +a[l —2F(2)] /OO 2?1 — 2F(z)] f(x)dz —

—00

—{a[l —2F(2)]a}? —2mxall — 2F(2)] a,

donde % es la varianza de F(x). Es posible demostrar también que la covarianza del n-ésimo
orden es
a”
COV(n) = COV[Y;', Y;Jrn] = FO& s

y entonces el coeficiente de correlacién correspondiente es

ao?

(n) _
COIT = w

Las densidades de transicién para el paso n son

P (a]z) = / 0D aly) plylz) dy

n

— f(x){1+ ¢

T [1—2F(2)][1— 2F(z)]} .
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3. Inferencia

El problema de estimacion de los parametros consiste en dos partes: la primera es encon-
trar un procedimiento para estimar los pardametros de la distribucién estacionaria F'(z), y
la segunda consiste en estimar el parametro de dependencia a. Como los estimadores de
maxima verosimilitud son asintéticamente eficientes dadas ciertas condiciones de regulari-
dad, es conveniente usar el método de maxima verosimilitud para estimar los parametros en

cuestion.

Supdngase que la cadena de Markov ha observado desde el valor inicial X hasta el n-ésimo

X,,. Entonces la funcién log-verosimilitud es

log L = logp(X;i|X;_1) + log ag(Xo).

i=1

donde el iltimo término de la suma no depende del parametro a y entonces es irrelevante para
el proceso estimacion. El problema no es lineal y por ello es necesario usar métodos numeéricos.
En la actualidad la mayoria de los paquetes estadisticos incluyen rutionas que optimizan
funciones multivariadas. En el paquete S-PLUS, por ejemplo, la funcién nlminb del paquete
estadistico S-PLUS puede encontrar el punto que minimiza — log L bajo restricciones como
la de |a|] < 1; cuando se trata de obtener el Hessiano, es posible usar el paquete matematico

MAPLE y asi aproximar la matriz de covarianzas de los estimadores.

Para encontrar una prueba sobre la independencia de la sucesion de las variables aleatorias,
i.e. cuando se desea encontrar una prueba para Hy : a = 0 contra H; : a # 0, es posible
basarse en la aproximacion (a—a)/se; ~ N(0, 1), donde a representa el estimador de maxima
verosimilitud de a y a es el estimador del error estandar de a. Este procedimiento puede

compararse con la prueba basada en el estadistico de prueba de correlacién definido por

D= Z<Y )Y 1/2)

Evidentemente la “prueba Morgenstern” es un poco més potente que la prueba de correlacién

pues hace mayor uso de la informacién disponoble, la cual incluye la forma de F'(z).
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4. Discusion

El método propuesto forma un esquema completamente parametrico bastante conveniente y
conciso para obtener inferencias sobre una sucesion de variables aleatorias. Desde luego, otras
funciones bivariadas pueden sugerirse para defenir nuevas familias de cadenas de Markov.
Una forma conveniente de crear estas familias es a través del uso de cdpulas (ver Joe, 1997,
capitulo 8), las cuales son clases de distribuciones bivariadas especificadas en términos de
distribuciones marginales y una funcién cépula C,(+, ), la cual es una funcién de distribucién
bivariada en el cuadro unitario [0, 1]?. De hecho, el modelo de Morgenstern presentado en

este estudio estd determinado por la cépula (Joe, 1997, p.35)

Co(u,v) =wv[l +a(l —u)(1—v)], |a| <1.

La eleccién de un copula adecuada es atin un problema sin resolver. Un aspecto que debe jugar
un papel preponderante para esta seleccion es la estructura de dependencia. La estructura
presentada en este estudio, por ejemplo, no cubre un rango de dependencia muy amplio.

Esto se puede ilustarar cuando se seleccciona una distribucién Weibull para F'(x):

Fz) =1 —eXp{— (%)B} A B> 0.

En este caso, después de calcular varios valores de 3, que juega el papel primordial en 0%,

se puede determinar que que Corr'” < 0,33, que es un coeficiente bastante limitado. Por lo

tanto, otras familias de cépulas deben ser consideradas.
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Muestreo por seguimiento de
nominaciones:
Intervalos de confianza bootstrap
del tamano de una poblaciéon
de dificil deteccion:
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1. Introduccién

El Muestreo por seguimiento de nominaciones (denominado en Inglés como Link-tracing
sampling o Snowball sampling) es un método que se ha propuesto para muestrear poblaciones
de dificil deteccion, tales como poblaciones de drogadictos, ninos de la calle, trabajadoras
sexuales, etc. En este método se selecciona una muestra inicial de miembros de la poblacién
de interés, y se les pide a las personas seleccionadas que nominen a otros miembros de la
poblacion objetivo. A las personas que fueron nominadas se les puede pedir que nominen
a otras personas, y el proceso de nominacion puede continuar de esta manera hasta que se

satisfaga alguna regla de terminacién del muestreo.

Félix Medina y Thompson (2003) desarrollaron una variante de este tipo de muestreo en la
cual, el dificilmente justificable supuesto de una muestra inicial Bernoulli se substituye por
una muestra aleatoria simple de sitios, la cual se selecciona de un marco muestral que cubre
sélo una parte de la poblacién de interés. Posteriormente, Félix Medina y Monjardin (2003)
consideraron esta variante y propusieron estimadores del tamano poblacional derivados bajo
el enfoque Bayesiano. Mediante un estudio de simulacién, estos autores mostraron que sus

estimadores se desempenaban mejor que los estimadores maximo verosimiles propuestos por

!Trabajo realizado con apoyos parciales de CGIP-UAS y PROMEP UASIN-EXB-01-01
’mhfelix@uas.uasnet.mx
3pemo@uas .uasnet.mx
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Félix Medina y Thompson (2003). Cabe senalar que Félix Medina y Monjardin (2003) usaron
el enfoque Bayesiano sélo para construir estimadores del tamano poblacional, pero usaron el
enfoque frecuentista para realizar inferencias. Asi, mediante el método Delta (aproximaciones
lineales de Taylor), obtuvieron estimadores de varianza basados en diseno y propusieron
intervalos de confianza que construyeron bajo el supuesto de normalidad de los estimadores

propuestos.

En este trabajo se utiliza la metodologia Bootstrap para obtener intervalos de confianza del
tamano poblacional a partir de los estimadores propuestos por Félix Medina y Monjardin
(2003). Por tanto, estos intervalos no requieren del supuesto de normalidad, y ademés, por
el procedimiento que se usa para construirlos, son basados en disenio y, consecuentemente,

robustos a la especificacion errénea de los modelos supuestos.

2. Diseno muestral y notacion

El diseno muestral que se considera en este trabajo es el propuesto por Félix Medina y
Thompson (2003). Asi, se supone que una parte U; de la poblacién de interés U es cubierta
por un marco muestral de N sitios Aq,..., Ay, tales como parques, hospitales o cruceros
de calles. De este marco se selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazo S, =
{Ay,..., A} de n sitios, y a las personas de la poblacién de interés que pertenecen a los
sitios en Sy se les pide que nominen a otros miembros de la poblacién. Como convencién, se
dice que una persona es nominada por el sitio A;, si cualquiera de las personas de ese sitio

la nominan.

Se denotard por 7 el tamano de U, por 73 el de Uy, por m =7 —7melde Uy =U — Uy, y

’ . ’ . . 1
por m; el nimero de personas en A;. Finalmente, se usaran los conjuntos de variables {xz(-j) }

(2) T . sz ;0 (1)
y {z;;} para indicar el proceso de nominacién. Asi, z;;

1)
v

= 1 si la persona u; € Uy — A; es

o 2
= 0 en otro caso. Similarmente, xl(j)

es nominada por el sitio A;, y a:g)

nominada por el sitio A;, y = 1 sila persona u; € Us

= 0 en otro caso.
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3. Estimadores del tamano poblacional basados en las
modas de las distribuciones posteriores

En este trabajo se consideran los estimadores propuestos por Félix Medina y Monjardin
(2003). Asi, se supone que los m;’s son realizaciones de variables aleatorias independientes
(k)

Poisson, y que las z;;"’s son realizaciones de variables aleatorias independientes Bernoulli

con medias pz(- )’S, k=1,2,ei=1,...,n. Con respecto a las distribuciones iniciales de
los parametros, se consideran tres casos para las distribuciones de 71 y 7. En un caso se
supone que los 7’s tienen distribuciones Poisson, en otro que tienen distribuciones uniformes

no informativas, y en el otro que tienen distribuciones de Jeffreys. Las probabilidades de

gk)’s se transforman mediante la transformacién logit agk) = ln[pl(-k) /(1 — pgk))],

(k)

i

nominacién p
’s tienen distribuciones normales. A partir de estas distribuciones, se

. . . . 1 2) .
obtienen las distribuciones posteriores conjuntas de 71, 75, 042( ) y 04§ ), t=1,...,n,y se usan

y se supone que los «

como estimadores de estos parametros las modas de las distribuciones posteriores.

Las inferencias acerca de los 7’s se realizan bajo el enfoque frecuentista. En particular, inter-

valos de confianza de los 7’s se construyen bajo el supuesto de normalidad de los estimadores

y usando la forma: (f' — 21ayo\/ V(F), 7+ 21 a2 V(f')), donde 7 es un estimador de T,
\A/(f') es un estimador, basado en disefio, de la varianza de 7,y 2z1_q/2 s el 1 — /2 cuantil

de la distribucién normal estandar.

4. Intervalos de confianza Bootstrap

En este trabajo, los intervalos de confianza Bootstrap de los 7’s se obtuvieron mediante una
combinacion de las variantes del Bootstrap conocidas como paramétrica y no paramétrica
(para una descripcién de estas variantes ver Efron y Tibshirani, 1993). Los intervalos de
confianza se obtuvieron como sigue. (i) De los tamanos m;, i = 1,...,n, de los n sitios en
la muestra inicial S se selecciona una muestra aleatoria simple con reemplazo de tamano n.

Sean i = iy, ..., i, los subindices de los m; que son seleccionados. (ii) Para cada i = iy, ..., i,
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~ A~ ~ . . . . . ~(1 A~
se generan muestras de tamanos 7, —m,; y 7» de distribuciones Bernoulli con medias pz( ) VP

respectivamente, donde 7y, 7o, 132(1) y 13§2) son estimaciones de 71, 7o, pz(»l) y pZ@) respectivamente

(2)

7 )

que se calculan a partir de la muestra originalmente observada. Estas muestras simulan los

valores de los conjuntos de variables {Xi(jl)} y {XZ-(]-Q)}. (iii) Las estimaciones para 1, T2 y

T = 71 + 73 se calculan a partir de las muestras generadas en los pasos (i) y (ii), y usando
el mismo procedimiento que el que se usa para calcular las estimaciones 71 y 72. (iv) Las
distribuciones Bootstrap de 71, 72 y 7 = 71 + 72 se obtienen repitiendo los pasos (i)-(iii) un
nimero grande de veces. (v) Intervalos de confianza Bootstrap del 100(1 — «) % de 7, 72 y
T se obtienen mediante el método percentil, esto es, los extremos inferior y superior de los
intervalos estdn dados por los cuantiles «/2 y 1 — /2 de las distribuciones Bootstrap de 77,

722y7:

5. Estudio Monte Carlo

Para realizar este estudio se gener6 una poblacion finita de N = 250 valores m; a partir de la

distribucion Poisson con media 7.2. Con los valores generados se obtuvo 1, = Ziv m; = 1897.

El valor de 75 se fijé en 700, por lo que 7 = 2597. Las probabilidades de nominacién se

)

generaron mediante el modelo pgk = 1—exp(—pFxm;), donde los valores de [3;, fueron tales que

se tuvieron dos casos. Caso 1: (E(p(l)), E(pZ@))) = (0,05,0,03) y Caso 2: (E(pz(-l)), E(p@))) =

(0,01, 0,006). Los valores de los parametros de las distribuciones iniciales se fijaron como en
Félix-Medina y Monjardin (2003).

En la Tabla 1 se presentan los resultados del estudio. Se puede observar que cuando las pro-
babilidades de nominacién son grandes (Caso 1), los desempenios de los intervalos Bootstrap
y los desempenios de los intervalos normales son bastante aceptables y similares entre si. Sin
embargo, los intervalos normales tienen desempenos ligeramente superiores a los de los Boots-
trap. Finalmente, no existe diferencia significativa entre los desempenos de los intervalos que
se construyeron a partir de los distintos estimadores de los tamanos poblacionales. Por otro
lado, cuando las probabilidades de nominacién son pequenas (Caso 2), los desempenos de
ambos tipos de intervalos no son tan buenos como los del caso anterior. Especificamente,

aunque los porcentajes de cobertura sélo disminuyen ligeramente, las longitudes si se incre-

30



Tabla 1: Intervalos de Confianza al nivel 95 %

% )

(E(p(1>),E(p§2))) — (0.05,0.03) (E(p“)),E(p?))) — (0.01,0.006)

Bootstrap Normal Bootstrap Normal
Cob Long Cob Long Cob  Long Cob Long

#710933 124.8 0958 1230 |0.861 386.3 0906  378.4

%2“’) 0.958 162.3 0.947 159.2 |0.999 480.9 0.939 501.1
#7P) 10944 204.8 0.945 201.5 |0.964 623.1 0.927 629.2

10951 125.7 0962 1242 | 0916 400.6 0.945 393.4

(
1
#910.952 1674 0946 1634 | 0.955 1828.6 0.923  1164.9
#U)10.947 209.5 0.950 2055 |0.952 1914.3 0.948  1251.2

#010.934 125.7 0939 1242 | 0.925 399.6 0.943 392.2

%2(‘]) 0.958 165.5 0.950 162.3 ] 0.925 880.1 0.876 908.5
/) 10.944 2084 0.951 204.8 | 0.929 1002.3 0.909 1006.9

Resultados basados en 2000 réplicas. Cob=Cobertura y Long=Longitud. Esti-
(P)

madores Bootstrap basados en 1000 muestras Bootstrap. 7, 7, estimadores basados
en distribucion inicial Poisson. TIS ), estimadores basados en distribucion inicial no

(J)
k

informativa uniforme. 7,7/, estimadores basados en distribucion inicial de Jeffreys.

mentan significativamente. No es muy claro cual de los dos tipos de intervalos tiene mejor
desempeno. Sin embargo, es claro que los intervalos que se construyen a partir de los esti-

(U) ~(U)

A ~(U
madores 7, 7 'y 7U)

tienen malos desempenos, y que los intervalos que se construyen a

partir de los estimadores 7°1(P), fQ(P) v 7(P) son los de mejores desempefios.

6. Conclusiones

En este trabajo se usa la metodologia Bootstrap para construir intervalos de confianza del
tamano poblacional a partir de los estimadores propuestos por Félix-Medina y Monjardin
(2003). A partir de los resultados del limitado estudio de simulacién que se realiz6 en es-

ta investigacion, parece ser que los intervalos basados en el supuesto de normalidad tienen
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desempenos ligeramente superiores que los de los intervalos Bootstrap. Sin embargo, se re-
quieren estudios de simulacién més extensos que el presente para determinar con mayor

certeza cual de los dos tipos de intervalos tiene mejor desempeno.
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Rutinas y formularios en MS-Access

para hacer muestreo con reemplazo y

sin reemplazo de un grupo de datos y
un ejemplo de aplicacion

Alejandro Liedo Galindo!

Instituto Nacional de la Pesca

1. Introduccion

La idea de hacer rutinas o procedimientos y formularios en MS-Access para hacer muestreo
con o sin reemplazo, surgié después de la lectura de las notas de un proyecto de remuestreo
en el que usaban el programa STATS que tiene su propio lenguaje, estas notas abarcan el
contenido de lo que podria ser un primer curso de estadistica a nivel universitario. Utili-
zan el remuestreo para resolver todo tipo de problemas mediante un enfoque experimental
frecuentista. La idea era hacer una aplicacion que permitiera plantear y resolver problemas
de ese tipo, pero que quedara abierto, es decir, que se pudiera revisar incluso muestra por
muestra con el MS-Access u otra aplicacion. En las tres secciones siguientes explico los pro-
cedimientos para hacer el muestreo, los formularios que sirven como interfase para el usuario

y finalmente el ejemplo.

2. Las rutinas

El procedimiento GeneraMuestrasCR(n As Long, tam As Integer) genera muestras sin
reemplazo y tiene dos pardmetros, que pasan como argumentos al llamar al procedimiento,
n es el nimero de muestras y tam el tamano de cada muestra. El muestreo con reemplazo
es mas facil, simplemente se toma elemento por elemento de una tabla y lo escribe en otra
hasta completar la muestra y lo repite hasta completar el nimero de muestras. Para hacerlo

se utilizan algunos objetos de acceso a datos (DAOQO) los cuales se declaran al principio del

laliedo@prodigy.net.mx
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procedimiento, los més importantes son los objetos recordset que van a servir para obtener
las muestras MiRSDatos, y para escribirlas MiRsMuestras a estos conjuntos de registros se les

asignan los de las tablas “datosl” y muestras respectivamente mediante el siguiente cédigo:

Set MiRSDatos = dbs.OpenRecordset(’datosl’)

Set MiRsMuestras = dbs.0OpenRecordset(’muestras’)

Se asigna a la variable ndatos el niimero de registros en MiRSDatos y se verifica que al menos
haya un registro para proceder. Se activa el indice principal para el conjunto de registros
MiRSDatos, en este caso el indice existe previamente en la tabla “datosl” y es el campo
elemento el que se usa para construir el indice. Con el método MoveFirst se ubica el primer
registro de la coleccion y se asigna el valor del campo elemento a la variable auxiliar nAux.
Mediante ciclos For anidados se hace para i = 1 hasta n (nimero de muestras) y desde
7 = 1 hasta tam, elegir mediante la expresion nsel = Int(Rnd() * ndatos) + nAux un
nimero entre nAux y nAux + ndatos que sirve para localizar el registro seleccionado con la
instruccion MiRSDatos.Seek ’=’, nsel, para copiar los valores de los campos de MiRSDatos
a MiRSMuestras hasta completar el tamano de muestra y se repite hasta completar en nimero

de muestras.

Este algoritmo estd suponiendo que el campo elemento cumple con que son valores conse-
cutivos, y el valor menor no necesariamente es uno. Si los valores no fueran consecutivos,
habria valores que producirian error cuando nsel no tenga un valor correspondiente en el

campo elemento.

El procedimiento GeneraMuestrasSR tiene por objetivo generar muestras sin reemplazo, lo
que hace este procedimiento es elegir un registro de la tabla “datosl” y verifica que no esté en

“muestrasaux” ), para esto se utiliza una variable 16gica llamada ya,

la muestra (en la tabla
que al iniciar el procedimiento estda en Fulse, cuando se encuentra un valor que no esta en
la tabla auxiliar, esto es cuando el método MirsMuestrasAux.NoMatch regresa un true, se

procede entonces a darle valor true a la variable ya.
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While Not ya

nsel = Int(Rnd() * ndatos) + nAux
MiRSDatos.Seek ’=’, nsel
MirsMuestrasAux.Seek ’=’, nsel

If MirsMuestrasAux.NoMatch Then
ya = True

End If

Wend

El registro o mejor dicho los campos del registro seleccionado se copian a un registro nuevo

en el conjunto de registros MirsMuestrasAux mediante el siguente codigo.

With MirsMuestrasAux

.AddNew

.Fields(’valor’) = MiRSDatos(’valor’)
.Fields(’valorl’) = MiRSDatos(’valoril’)
.Fields("muestra’) = I

.Fields(’elemento’) = MiRSDatos(’elemento’)
.Update

End With With

Después de completar la muestra, esto es cuando el conjunto de registros MirsMuestrasAux
tiene igual nimero de registros que tamano de muestra, se procede a anexar todos los registros
del conjunto MirsMuestrasAux al conjunto MiRSMuestras , para esto se construye un cédigo
SQL que se almacena en la variable SQL y se crea una nueva consulta mediante la instruccion
Set consultaAux = dbs.CreateQueryDef(’’, SQL) y se ejecuta mediante la instruccién

consultalAux.Execute.

Cédigo SQL que se almacena en la variable SQL:

INSERT INTO Muestras ( muestra, valor, valorl, elemento )
SELECT MuestrasAux.muestra, MuestrasAux.valor, MuestrasAux.valorl,

MuestrasAux.elemento
FROM MuestrasAux;

’

De forma similar, para borrar el contenido de la tabla “muestrasaux” se utiliza el codigo:
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DELETE MuestrasAux.muestra, MuestrasAux.valor, MuestrasAux.valorl,
MuestrasAux.elemento
FROM MuestrasAux;

Y esto se repite hasta completart el niimero de muestras.

3. Los formularios

El formulario anadir datos tiene dos cuadros de texto, uno para escribir el valor que se
desea anadir y otro para el niimero de veces que se desea anadir. El boton anadir llama a un
procedimiento que anade el valor a la tabla de datos tantas veces como se haya especificado

en el cuadro de texto Ntimero de veces.

ess - [anadir datos : Formulario]

Iﬁ. F'::'S" | T o == =5 = 1 ’,

n Yer Inserbar Formakto Registros  He

Walores e e ]
aleataorios 0,1 Lafiadic 10000
dir: |2 _
; Afiadir
YECas ]-'-‘l

Barrar los dat
actuales

| Tk | el |rk] de =

Figura 1: Formulario anadir datos

El botén anadir 1000 llama a un procedimiento que llama a la funcién rnd() que regresa
un numero aleatorio de una distribuciéon uniforme entre cero y uno. Y lo escribe en la tabla

“datosl”, esto lo repite mil veces.
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El Botén Borrar datos actuales, llama a un procedimiento que borra todos los registros
de la tabla “datosl”.

El formulario muestreo tiene tres cuadros de texto y tres botones, los primeros dos cuadros
de texto se usan para indicar el nimero de muestras y el tamano de las mismas respecti-
vamente y el tercero es para mostrar el grado de avance en el proceso del muestreo ya que
dependiendo de la computadora el proceso de obtener muestras puede llegar a tardarse y en
ese campo se puede ver que muestra se esta obteniendo. El botéon Generar Muestras con
reemplazo llama a la rutina que genera las muestras con reemplazo GeneraMuestrasCR(n
As Long, tam As Integer), el cudl tiene dos argumentos el primero para el nimero de
muestras y el segundo para el tamano de las mismas. Mientras que el botéon GeneraMues-
trasSR llama a la rutina GeneraMuestrasSR(n As Long, tam As Integer), con los mis-

mos argumentos para el numero de muestras y el tamano.

ess - [Muestreo : Formulario |

an Wer Insertar Eormabto Begistros H

(& O | &
o m | G enerar me

reenm
a: |20 E

| - G ernsrar mild
reemp

Earmrar contenid
mLes

Tl

Figura 2: Formulario muestreo
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4. El ejemplo

Se va a usar el muestreo sin reemplazo para estimar la probabilidad de diferentes resultados al
seleccionar 5 cartas de un mazo de 52. El problema se puede dividir en tres partes: la primera
es la obtencién de las muestras, la segunda contar los diferentes resultados y la tercera es

comparar los resultados obtenidos con los esperados mediante una prueba de bondad de

ajuste x2.

Se simula un mazo de 52 cartas mediante una tabla de 52 registros 4 registros con cada
nimero del 1 al 13, esto hace con el formulario anadir datos poniendo cada ntimero en el
cuadro de texto Valor a anadir y el cuatro en el cuadro de texto niimero de veces y
haciendo clic en el botén Anadir. Se toma un nimero “grande” de muestras (30,000) de
tamano 5 sin reemplazo, es decir, no puede aparecer la misma carta en una muestra mas
de una vez. Esto se hace mediante el formulario muestras. Una vez que hemos obtenido

las muestras se debe contar cuantas muestras dieron como resultado 5 cartas con numeros
diferentes, en cuantas 1 par y tres diferentes, dos pares, par y tercia y finalmente 4 iguales,

para contestar esto hay que revisar las muestras y contar. Para lograrlo se hicieron las

consultas que a continuacion se describen.

1. La primera consulta se basa en la tabla muestras, agrupa por muestra y valor, y cuenta.
El resultado de esta consulta consta de tres campos que son la muestra, el niimero y

cuantas veces aparecié en la muestra.
El cédigo SQL:

SELECT Muestras.muestra, Muestras.valor,

Count (Muestras.valor) AS CuentaDevalor
FROM Muestras
GROUP BY Muestras.muestra, Muestras.valor;

muestra | valor | Cuenta de valor
1 6 2
1 8 1
1 11 1
1 12 1
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2. La segunda consulta se basa en la primera, agrupa por muestra y cuenta de valor valor
y cuenta. Esta consulta nos dice para cada muestra cuantas cartas aparecieron 1 vez,

2 y hasta cuatro veces.
El cédigo SQL:

SELECT [f18-primera] .muestra, [f18-primera].CuentaDevalor,
Count ([f18-FROM [f18-primera]
GROUP BY [f18-primera] .muestra, [f18-primera].CuentaDevalor;

muestra | Cuenta de valor | Cuenta de cuenta de valor
1 1 3
1 2 1

3. Latercera consulta se basa en la segunda, es de referencias cruzadas agrupa por muestra
(filas) y cuenta de valor (columnas) y cuenta de cuenta (valor). Para cada muestra nos

dice cuantas veces aparecieron 1, 2, 3 o 4 cartas en la muestra.
El cédigo SQL:
TRANSFORM Sum( [f18-segunda] .CuentaDeCuentaDevalor)

AS SumaDeCuentaDeCuentaDevalor
SELECT [f18-segunda] .muestra

FROM [f18-segunda]
GROUP BY [f18-segunda] .muestra
PIVOT [f18-segunda].CuentaDevalor;

muestra | 1 |2 | 3|4
1 3111010
2 5101010
3 5101010
4 5101010
5 5101010

4. La cuarta consulta se basa en la tercera, y cuenta el niimero de veces que ocurrio cada
evento en el total de las muestras. Una corrida de 30,000 muestras dio como resulta-
do los valores en la columna observados y la columna esperados muestra los valores
del producto de la probabilidad de cada evento por el 30,000 (las probabilidades se

calcularon mediante el conteo de puntos muestrales):
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El cédigo SQL:

SELECT [f18-tercera].[1], [f18-tercera].[2], [f18-tercera].[3],
[f18-tercera] . [4], Count([f18-tercera] .muestra)

AS CuentaDemuestra

FROM [f18-terceral]

GROUP BY [f18-tercera].[1], [f18-tercera].[2],
[f18-tercera] . [3], [f18-tercera] . [4];

12|34 ] Observados | Esperados
5(0(01]0 15175 15212
3111010 12744 12677
1121010 1397 1426
210110 624 634
0[1]110 51 47
110|101 9 7

Obteniendo y? =2.1034 y un nivel de significancia observado de 0.8347. Por que las

probabilidades obtenidas por los dos métodos no se pueden considerar diferentes.

Un archivo de MS-Access con las rutinas, formularios y las consultas descritas en este

trabajo le serd enviado a quien lo solicite por correo electrénico.
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Estudio estadistico de dos variables
criticas en la calidad del agave:
peso y contenido de carbohidratos

Dagmar Mariaca Hajducek !

Centro de Investigacion en Matemdticas, A.C

1. Introduccién

Debido a que el agave tequilero forma parte de un proceso industrial, la variacién en su
crecimiento y desarrollo no sélo se encuentra inducida por la naturaleza, sino también por
diversos factores inherentes a dicho proceso. Aunque en ocasiones no sea factible controlar
algunos de los factores naturales o del proceso, conocer su efecto puede ser crucial para
mejorar la produccion. Tener una poblaciéon homogénea de agave, debidamente estratificada,
facilitara las labores de planeacion y de manejo implicando la reduccién en los costos de
produccién. Asi, la motivacion principal de este trabajo tiene que ver con reducir la variacién,

mediante un estudio estadistico de los factores que afectan a la calidad del agave.

Es importante como primer paso, identificar las variables criticas en la calidad del agave, es
decir, aquellas que mejor la definen. Por tradicién se ha pensado que el peso se encuentra
directamente relacionado con el contenido de carbohidratos ( %RT-reductores totales), por lo
que ha sido la unica variable utilizada en la evaluacién de la calidad. Sin embargo, sabemos
que el tequila se obtiene precisamente a partir de los azicares fermentables del agave (var.
Tequilana Weber Azul). Con la intencién de redefinir el concepto de rendimiento del agave
no sélo en términos del peso, sino también del %RT, se estudié la posible relacion lineal entre
estas variables y, como se ha mencionado, su comportamiento por separado bajo el posible
impacto de los diversos factores de variacion. Como parte del estudio de la variabilidad, se
comparan distintos modelos de crecimiento para la prediccion del peso, se propone un método
para la estimacién del %RT como materia prima del proceso de produccién del tequila y se

estudian los métodos de laboratorio disponibles para la medicién de %RT.

IDirector de tesis: Fernando Avila Murillo

41



2. Desarrollo

El universo de agave en cuestion comprende las zonas del Centro y de los Altos de Jalisco,
asi como parte de Nayarit y Guanajuato. Este estudio fue realizado en el ano 2002, por lo
que las edades mencionadas (3 a 9 anos) corresponden a los afios de plantaciéon de 1993 a
1999. A continuacién se presenta un resumen del estudio, enunciando las diversas causas
de variacion junto con algunas de las herramientas y los tipos de analisis que se realizados,
asi como la relevancia practica de los resultados, obtenidos en algunos casos con base en
informacion histérica y en otros mediante planes de muestreo. Se han omitido los valores
de peso y %RT con el fin de preservar la confidencialidad de la informacién. Los factores de

variacién estudiados son los siguientes:

2.1. Edad. De la relacién entre el peso, la edad y el %RT

A partir de un modelo de andlisis de varianza y del archivo historico de mediciones de %RT
de enero de 1999 a agosto de 2002, se concluye que no se encontré evidencia de un efecto

significativo del peso ni de la edad en el %RT.

Source | DF | Seq SS | Adj SS | AdjMS | F P
Peso 19 2.2562 1.8127 0.0954 | 0.61 | 0.846
Edad 8 1.0349 1.0349 0.1294 | 0.82 | 0.596
Error 14 2.2021 2.2021 0.1573
Total 41 5.4932

Debido a la no linealidad de la relacién entre el %RT y el peso, no se recomienda utilizar
solamente al peso para evaluar la calidad del agave. Este resultado muestra la factibilidad de
plantear la hipdtesis de no linealidad y disenar un estudio a futuro, que permita estratificar
la informacién de acuerdo a causas de variacién para determinar un modelo que explique esta
relacion y profundizar el andlisis. Tampoco se ha encontrado un efecto significativo de la edad
en el %RT. La relevancia de este resultado radica en que tradicionalmente se ha planeado la
cosecha del agave en su edad madura, siendo que, determinando una edad éptima de jima,

se podria ahorrar considerablemente en sus costos de produccién.
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Grafica de probabilidad normal para residuales
Modelo de analisis de varianza %RTipeso, edad)
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2.1.1. Modelos de crecimiento para el peso

El objetivo es predecir el peso en funcién de la edad. La estimacién de la asintota de los
modelos (representada por @), permite conocer la edad en la que el agave alcanza su peso
maximo y de esta manera reducir los costos por mantenimiento, conocidos en general como
costos por inventario. Se compararon distintos modelos de crecimiento, y no se encontré una
diferencia significativa entre ellos. Se comprobd que la transformacién logaritmica en la

variable de respuesta mejora el comportamiento de los residuales y reduce las diferencias

entre los modelos ajustados. Sea /Wk el peso ajustado en funcién de la variable edad), para la

k-ésima observacion:
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Modelo Gompertz:
Wk = aexp(— exp(—c(edady, — A)))

Modelo Exponencial:

Wi =a/(1+ exp(b — edady))/e

Modelo Logistico:

— ~

Wi = a(1 — exp(—c(edady, — b))

= Modelo Gompertz
— - Modelo Exponencial

- - -
- -

-

Peso

m
8-03400@00000 o @o o ©o

o

2.2. Ambiente (clima y suelo).
Efecto de estacionalidad en el %RT.

Es sabido que después de la temporada de lluvias el agave aumenta su peso debido al agua.
Por otro lado, en la gréafica siguiente se advierte un patron de estacionalidad en la reduccién

del %RT después de la temporada de lluvias. Esto implica que el rendimiento del agave en
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cuanto a %RT disminuye a partir de una fecha especifica y es posible planear la temporada
de jima con mayor eficiencia.Por otro lado, esto refuerza la redefinicion de la calidad en %RT

y peso en conjunto.

2.3. Espacio (zonas geograficas).
Efecto de las zonas de plantacion

El universo del agave estudiado comprende predios ubicados primordialmente en las zonas
Centro y de los Altos de Jalisco. La grafica anterior no presenta evidencia de que exista una
diferencia importante entre las zonas de plantacién. Esta grafica fue realizada con informacién
historica, y se propuso como trabajo futuro la elaboracién de un plan de investigacion que

permita detectar fuentes de variacion controlables y obtener conclusiones més precisas.
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Efecto del clima.

— 2000
— 2001
2002

%RT

2.4. Medicién y procedimiento analitico de %RT

El método de Titulacién (EL) es un método tracicional de andlisis cuantitativo que se encuen-
tra estipulado de manera normativa, sin embargo se desea validar el método de cromatografia
(HPLC), un método novedoso y automatizado para la determinacién del %RT, debido a que
reduce las fuentes de error y permite que el proceso analitico se realize en menor tiempo.
Se utilizaron modelos para comparar los valores de HPLC en funcién de los de EL y se
encontro que el rango de deteccion del método HPLC es més amplio que el de EL, lo cual
motiva a plantear la hipétesis de que HPLC tiene una mejor cobertura. Sin embargo, se
encontré una gran variacion en los datos, por lo que se recomendé un analisis mas detalla-
do de los procedimientos de laboratorio y de preparacién de muestras, antes de realizar la

validacién.
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Efecto de las zonas geograficas.

— ALTOS
= CENTRO

%RT

Mes

2.5. Muestreo para estimar %RT (toma, preparacién y

manejo de la muestra)

Se utiliz6 un disefio anidado para estudiar la variabilidad de %RT dentro de un viaje de
agave. El plan de muestreo consiste en particionar visualmente el contenido del viaje en
tres secciones aproximadamente del mismo tamano (ver tabla) y posteriormente seleccionar
r grupos formados por una pina grande, dos medianas y dos chicas de cada seccién. Se
conforma una sola muestra con el material extraido de las 5 pifias y se mezcla con agua. A
partir de ésta, se obtuvieron a su vez tres submuestras. Se encontré que el universo de las
pinas tiene esta distribucién (2/5 partes son medianas y grandes, 1/5 parte son grandes) y
se propuso esta estratificacion por tamano para la disminuir del sesgo durante la seleccién
de las pinas. La variacién poco significativa de seccién a seccion y la variacion importante
entre grupos motivaron a proponer un muestreo estratificado por seccién y por tamanos para

reducir la variacién del %RT promedio estimado.
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Seccion 1 Seccion 2 Seccion 3
Grupo Grupo Grupo
1 2 r 1 2 . r 1 2 o r

Submuestra 1 | Y11 Y2 ... Y | Yo Yoo ... Yo | Yann Yaio .. Yiy,
Submuestra 2 | Yio; Yie ... Yigr | Yoo Yoo ... Yoo | Yaor Yao ... Y,
Submuestra 3 | Yiz; Yiza ... Yis | Yoz Yoz ... Yog | Yag Yazo ... Vi,

— GRUPO 1

- - GRUPO?

Peso

2.6. Practicas agricolas. Del efecto de las practicas
agricolas en el peso.

El ajuste de un modelo de crecimiento para el agave para distintos grupos de practicas
agricolas ha permitido encontrar diferencias significativas entre ellos.La implicacién practica

de esta conclusion consiste en que sera posible:

= La evaluacion de las condiciones del agave en cuanto a su peso.

» La evaluacién de proveedores (contratistas).
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= La revision de las condiciones contractuales con el agricultor, dueno del predio.

= La reestructuracion del universo del agave en cuestion.

3. Conclusiones

1. No se encontré una relacién directa entre el %RT y el peso. Aunque la relacion entre
el peso y el %RT no sea directa, reducir la variacién del peso del agave necesariamente
reducird la variacion en el %RT. La repercusion practica se traduce en que al tomar en
cuenta ambas variables en el control de la calidad, se obtendra un mejor control del

producto y por consecuencia, un mejor control de los recursos.

2. No se encontré evidencia de que la zona de plantacion ni la edad tengan un efecto
significativo en el %RT. La posibilidad de adecuar los planes de jima a edades més
tempranas implica la obtencién de un beneficio sustancial mediante la reduccién de
los costos de produccion, esto tomando en cuenta también las conclusiones sobre la

relacién entre el peso y el %RT.

3. La estratificacién por grupos de practicas agricolas en el modelo de predicciéon del peso,
permite una mejor planeacion de recursos, mediante la evaluacion de las condiciones
del agave en cuanto a su peso, la evaluacién de proveedores (contratistas), la revision

de las condiciones contractuales con el agricultor.

4. El método de muestreo que se propone permite reducir la variacion del %RT dentro de
un viaje de agave. Estimar el %RT promedio de un viaje de manera confiable conlleva a
determinar también de manera confiable, el rendimiento del mismo dentro del proceso

de produccion del tequila.
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Analisis de sensibilidad de un modelo
de supervivencia semiparamétrico

Luis E. Nieto-Barajas!'
Departmento de Estadistica,

Instituto Tecnoldgico Autonomo de México

1. Introduccion

El modelo de riesgos proporcionales de Cox (1972) es ampliamente utilizado para incluir
informacion de covariables en el analisis de supervivencia. Este modelo supone que la fun-
cién de riesgo entre dos individuos es proporcional, teniendo una funcion de riesgo comin
multiplicada por un factor que depende de las covariables. Para especificar el modelo, sea
T; una variable aleatoria no negativa que representa el tiempo de ocurrencia del evento de
interés (tiempo de falla) del individuo i, y Z;(t) = (Zi(t), ..., Zip(t)) €l vetor de p covariables

dependientes del tiempo. Entonces, la funcién de riesgo del individuo i es
hi(t) = ho(t) exp{Z;(t)'0}, (1)

donde hy(t) es una funcién de riesgo base y ¢’ = (64,...,6,) es un vector de coeficientes de

regresion. En este caso, la funcion de supervivencia del individuo ¢ toma la forma

Si(t) = exp {—/Ot hi(s)ds} .

Cox (1972) propuso este modelo dejando sin especificar la funcién de riesgo base hy(-). Por
lo tanto, este modelo es de naturaleza semiparamétrico. Desde un punto de vista clasico, los
estadisticos se han concentrado en estimar los coeficientes de regresién 0, maximizando una
verosimilitud parcial (Cox, 1995), sin ningin o poco interés en la funcién de riesgo base. Por
otro lado, en un enfoque Bayesiano, el interés se ha puesto en ambos, la funcién de riesgo
base ho(t) y los coeficientes de regresién 6. Kalbfleisch (1978), por ejemplo, modelé la funcién
de riesgo base con una inicial proceso gamma. Laud et al. (1998) us6 una inicial proceso beta

para modelar la funcién de riesgo acumulado. Mas recientemente, Mezzetti & Ibrahim (2000)
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usaron la inicial proceso de Markov gamma de Nieto-Barajas & Walker (2002) para modelar

la funcién de riesgo base y lo llamaron proceso gamma correlacionado.

Sin embargo, ninguno de los andlisis Bayesianos semiparamétricos del modelo de riesgos
proporcionales han considerado explicitamente el caso de que las covariables varien con
el tiempo. El objetivo de este articulo es estudiar el caso en el que las covariables son
dependientes del tiempo usando la incial proceso de Markov gamma de Nieto-Barajas &
Walker (2002).

En la Seccién 2, la construccién de la inicial proceso de Markov gamma es revisada. La
Seccién 3 presenta el modelo semiparametrico y las distribuciones posteriores son obtenidas.
Finalmente, en la Seccién 4 un anélisis de sensibilidad es llevado a cabo usando un conjunto

de datos simulado.

2. Inicial proceso de Markov gamma

Sea 0 =79 < 7 < 7o < --- una particién del eje del tiempo en intervalos, y hy la funcién de

riesgo constante en el intervalo (71, 7x], es decir,

h(t> = Z hk[(kath] (t)
k=1

Entonces, la inicial proceso de Markov gamma se define como un proceso de Markov de
primer orden en {h;} a través del uso de un proceso latente {u;} de la siguiente manera
(Nieto-Barajas & Walker 2002):

hy ~ Ga(ay, B1), uglhy ~ Po(ckhy) & hpia|ug ~ Galagrr + up, B + i),

para k =2,3,....Si ay = ay y Ox = (1 para todo k entonces el proceso {hy} es estacionario
y Corr(hg, hiy1) = e /(81 + cx).-

Aunque el proceso {hy} esta definido en tiempo discreto, la inicial proceso de Markov gamma
h(t) esta definida en tiempo continuo y asigna probabilidad uno al conjunto de funciones de

distribucién continuas.
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3. Modelo semiparamétrico

A diferencia de la mayoria de los andlisis Bayesianos del modelo de riesgos proporcionales,
los cuales modelan la funcién de riesgo acumulado mediante un proceso estocastico, en este
articulo modelamos la funcién de riesgo mediante un proceso estocastico. Considerando la
funcién de riesgo (1) y usando la inicial proceso de Markov gamma descrito en la seccién
anterior para modelar la funcién de riesgo base ho(t), la funcién de riesgo acumulado para

el individuo 7 toma la forma

H;i(t) = Z hWik(t,0),

k=1
donde,
. !/ .
f:: ) eZi)s sit >
. t Z:(s)0 .
Wik(t,0) = kaq eZi3)%s sit € (tho1, T
0 e.0.C..
Dada una muestra de observaciones posiblemente censuradas por la derecha T, ..., T,, donde
T, ...,T,, son observaciones exactas y 71}, 11, ..., 1, son censuradas, la distribucién poste-

rior condicional para los parametros del modelo semiparamétrico son:

» f(hi| data, u,0) = Ga(hg|og + ug—1 + wp + M, B + co—1 + i + myi(0)),
donde, ng = Z;:l [(Tk,1 <t < Tk) y mk(Q) = Z?:l Wi,k(tia 9)

w f(ug|data, h,0) o< {cp(ck + Brsr)hihpsr }* /{7 (ug + DT (gyr + ug) },
for up, =0,1,....

= f(0ldata, h,u) o< f(0) exp {3232 Zi(t:)'0 = 3202y himi(0)}-

Maés atin, si queremos introducir més flexibilidad dentro del proceso inicial {h;}, podemos

incorporar un proceso super-inicial en las {c; } de tal manera que ¢, 0 Ga(1,&). El conjunto

de distribuciones posteriores condicionales puede ser extendido para incluir

» f(cp|data, b, u,0) o< (Brpr + cx) TR e® exp{—(Apt1 + A\p + &)ex ), para ¢ > 0.
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Inferencia posterior puede ser obtenida implementando un esquema de muestreo de Gibbs.
Simular de la distribucién posterior condicional de hy y uy no tiene ninguna complicacion. Si
la distribucion incial de € es log-concava en cada argumento, la simulacion de la distribucién
posterior condicional de 6 y ¢ puede llevarse a cabo usando la técnica de muestreo por
rechaco adaptivo de (Gilks & Wild, 1992).

4. Analisis de sensibilidad

En esta seccién ilustramos los resultados con un analisis Bayesiano completo y realizamos un
analisis de sensibilidad de un conjunto de datos simulado. Este conjunto de datos simulado
proviene de un modelo con una sola covariable dependiente del tiempo con las siguientes
especificaciones: Sea Z;(t) = z;log(t) la covariable para el individuo i, y ho(t) = At la
funcion de riesgo base. No es dificil demostrar que, en este caso, el tiempo de falla T; ~
We(0z; +2,\/(0z + 2)).

Simulamos una muestra de tamano n = 100 con A = 1, 0 = 2, z; = i/50, para i = 1,. .., 100.
Para especificar la inicial para h(t), tomamos ay = 0,001 y B = 0,01 para todo k para tener
condiciones iniciales relativamente no informativas (ver Nieto-Barajas & Walker, 2002), y
tomamos un conjunto de valores ¢, = 0,1,5, 10, 20,50 para apreciar la sensibilidad de los
estimadores posteriores del parametro f. Adicionalmente, escogimos una distribucion inicial
para 6 ~ No(ug,02), con pig = 0 y un valor grande para la varianza o2 = 9. El muestreador

de Gibbs se corrié 50,000 iteraciones con un periodo de calentamiento de 5,000.

La Figura 1 contiene un histograma de la distribuciéon posterior de 6 para los diferentes
cr’s. De la figura se puede observar que todas las distribuciones tienen aproximadamente
la misma localizacion, pero con varianzas ligeramente diferentes. Este comportamiento se

resume también en la siguiente tabla.
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Restmenes posteriores de 0 para distintos valores de cy.

cr | E(0]t) Var(0|t) | 95% HDI

0 [ 205 | 057 | (1.00,3.16)

1] 213 032 | (1.54, 2.76)

5| 2.26 0.41 | (1.45, 3.06)

10| 221 0.43 | (1.36, 3.06)

20| 217 | 047 | (1.30, 3.10)

50 | 230 | 045 | (144, 3.21)
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Figura 1: Distribucién posterior de . De arriba a abajo y de izquierda a derecha: ¢, = 0, ¢, = 1,

cr =9, ¢ = 10, ¢, = 20, ¢ = 50.

De la tabla anterior podemos observar que la media posterior de # no cambia dramaticamente

para los distintos valores de ¢, y no se alejan mucho del valor # = 2. La desviacion estandar

posterior es también estable y los intervalos de alta densidad al 95% todos claramente
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contienen el verdadero valor de . Por lo tanto, se puede decir que los estimadores puntuales
para # no son muy sensitivos a la eleccién del parametro c;. Con respecto a la funcién de
riesgo, un comentario final es que conforme ¢ crece, los estimadores posteriores estan mas

cercanos de la verdadera funcién.
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1. Introduccién

El objetivo de este trabajo es presentar un andlisis Bayesiano del modelo von Mises-Fisher. Se
dice que un vector aleatorio unitario p-dimensional tiene una distribucién von Mises-Fisher,
con vector de direccién media p y pardmetro de concentracién , denotada por vMF(x|u, k),

si su funcién de densidad de probabilidad estd dada por

falir) = (5)" 175 T Sl e @) (B (), (1)

donde S» = {x € R? : x'x = 1} y I,(-) denota la funcién de Bessel modificada de primer
tipo de orden b. La distribuciéon correspondiente para datos circulares, p = 2, es conocida
como distribucion von Mises. Esta es la distribucion mas importante en el analisis de datos
circulares. Ademds, es el analogo natural sobre el circulo de la distribuciéon normal sobre la
recta real. En el caso de datos esféricos, p = 3, la distribucién von Mises-Fisher es conocida

como distribucién Fisher.

Los datos direccionales aparecen de manera natural en varias areas . Para una revisién
desde el punto de vista frecuentista el lector puede consultar Fisher et al. (1987) y Mardia
y Jupp (2000). La literatura Bayesiana es menos extensa y en cierto sentido no es del todo
adecuada. Lo anterior debido a las dificultades que presenta trabajar con las distribuciones

de probabilidad asociadas con el andlisis de datos direccionales, en particular con la von
Mises-Fisher.

1gabriel@ita.m.mx
2eduardo@sigma .iimas.unam.mx
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El intento mas reciente de un analisis Bayesiano completo para la distribucién von Mises se
debe a Damien y Walker (1999), quienes desarrollan un muestreo de Gibbs basado en el uso
de variables auxiliares. Sin embargo, la implementacion de su metodologia no es muy eficiente
en algunos casos. Especificamente, la autocorrelacién de las muestras de la distribucién final
es demasiado alta para valores grandes del parametro de concentracién (digamos k > 7), lo

cual resulta en una convergencia lenta del algoritmo propuesto.

En este trabajo implementamos un anélisis Bayesiano completo de la distribucion von Mises-
Fisher considerando todos los parametros desconocidos. En la seccion 2 se obtiene la distri-
bucién final de (u, k). Se hace uso del hecho que la distribuccién von Mises-Fisher pertenece
a una familia exponencial regular y se considera la correspondiente distribucion inicial con-
jugada estdndar para esta familia (ver Bernardo y Smith (1994)). En la Seccién 3 se describe
nuestra propuesta para generar muestras de la distribucién final conjunta de (u, k) via un
simple esquema de muestreo-remuestreo por importancia. Finalmente, en la Seccién 4 se dan

algunos ejemplos numéricos.

2. La distribucion von Mises-Fisher

Sea D, = (x1,...,x,) una muestra de tamano n de f(x|u, k). La verosimilitud de (u, x)

estd dada por

L D <—"€p/2_1 )n t -
y Ry ) X ex K ;.
(o ) o< { ) Py ;

p

De esta expresion se puede derivar facilmente una distribucion inicial conjugada para (s, k),

la cual se describe en la siguiente subseccién .

2.1. Distribucion Inicial

Para el modelo von Mises-Fisher se propone la siguiente inicial conjugada

f(m,5) o< {Cy(r)}" exp{rRom’ p}, (2)
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)p/2—1 1
Ip/2_1(k)

donde Cy(r) = ( ,yconm €SP, ¢y Ry definidos en (0, 00).

K
2

Se debe notar que, bajo esta inicial, la distribucion condicional de p dado Kk es
vMF(p|m, kRy).

2.2. Distribucion Final

Sea D,, = (x, ..., x,) una muestra de tamano n de (1) y suponga que (4, ) esta dado por

la inicial conjugada (2). La distribucién final de (u, k) resulta

(i, kD) o {Cy (k)Y exp{wRumy, p}, (3)

donde R, es la longitud de la resultante promedio y m,, es el vector de direcciones coseno

que se obtienen al combinar la inicial conjugada y los datos observados.

3. Inferencias via muestreo-remuestreo por
importancia

Para obtener muestras simuladas de la distribucién final se utilizé una técnica de muestreo
conocida como muestreo-remuestreo por importancia (SIR, por sus siglas en inglés) (Rubin,

1988). La idea bésica se describe a continuacién.

Suponga que se tiene una densidad g(¢) de la cual se puede generar una muestra, pero que

lo que se desea es una muestra de la densidad

f(p)

") = T

donde sélo se conoce la forma funcional de f(¢). El problema consiste en obtener una muestra
de h(y) a partir de f(¢) y la muestra de g(¢). El procedimiento para resolver este problema
es el siguiente. Dado ¢4, ..., on de g(¢p) obtener

q; =

N ’
Do Wi



donde w; = f(¢)/g9(¢), i = 1,...,N. La dltima expresién induce una distribucién discreta
sobre {¢1, ..., on} con Pr(p = ;) = ¢;. Si ahora se simula ¢* de esta distribucién discreta,
entonces * se distribuird aproximadamente como una variable aleatoria con distribucion
h(p). Esta aproximacién resultard mejor a medida que N — oo (ver, por ejemplo, Bernardo
v Smith, 1994).

Para obtener muestras de la distribucién final (3) se propone tomar

9(p, k) = oME (., k)T (Klac, be),

donde vMF (u|p,, k) es una densidad von Mises-Fisher con direccién media definida por el
vector unitario p, y pardmetro de concentracion k.. Hay que notar que esta seleccion de la
distribucién para el muestreo por importancia para p es razonable ya que la distribucién
condicional final verdadera de p dado k es una vMF'(-|m,,, kR,). Una seleccién alternativa,
para valores moderados de x podria ser tomar g(u, x) = U(p)I'(k|ac, be), donde U(-) es una

densidad uniforme sobre S”.

4. Ejemplos numéricos

Ejemplo 1. En este ejemplo se considera un conjunto de 26 mediciones de residuos magnéticos
tomados de muestras recolectadas de yacimientos rojizos (ver Fisher et al., 1987; Apéndice
B2). Fisher et al. (1987) muestran, usando procedimientos tanto gréaficos como formales, que
este conjunto de datos puede modelarse razonablemente bien con una distribucién Fisher.
Para estos datos, los correspondientes estimadores de méaxima verosimilitud resultan ser
(&, B) = (147,2,215,8) y & = 113. Para este ejemplo se tomo ¢ = 0, pip = 0y Ry = 0. En este
caso se consideré6 g(a, 8, k) = U(al0, m)U (5|0, 2m)(k|ag, by) con ay y by de tal manera que la
media y la varianza de k fueran 110 y 1000, respectivamente. Las distribuciones marginales

resultantes de «, 3 y k se muestran en la Figura 1.

En este ejemplo se usaron densidades uniformes como parte de la densidad g(-). Aunque una
densidad Fisher podria resultar mejor en términos del muestreo-remuestreo por importancia,
los requerimientos computacionales serian mayores. Para este ejemplo, se observé que las

densidades uniformes propuestas producen resultados satisfactorios.
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Figura 1: Distribuciones finales de o, 3y &

Ejemplo 2. En este ejemplo se simuldé una muestra de tamano 1000 de una distribucién von
Mises-Fisher con vector de direccién media g = (0,0,0,0,1) y £ = 50 usando la propuesta
de Wood (1994) basada en el algoritmoVM de Ulrich (1984). Se tomé ¢ = 0 y m = 0. Para
este ejemplo se consideré g(p, k) = vMF (ulp,., k)I'(K|ae, be) con p. = (0,0,0,0,1), k. = 500
y a. y b. de tal manera que la media y la varianza de s fueran 50 y 1000, respectivamente.

Las distribuciones marginales resultantes de g y x se muestran en la Figura 2.

5. Conclusiones
En este trabajo se presenté un anélisis Bayesiano completo para datos direccionales via el
modelo von Mises-Fisher considerando todos los parametros desconocidos.

Aunque en algunos casos otros métodos mas complejos pueden ser mas atractivos que el

presentado aqui, la propuesta basada en el algoritmo de muestreo-remuestreo por importancia
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Figura 2: Distribuciones finales de g (por componente) y &

es una buena alternativa y puede ser mas eficiente a pesar de su forma tan simple. Por otra
parte, este procedimiento no tiene el mismo problema que el muestreo de Gibbs para valores

grandes del parametro de concentraciéon k.

Consideramos que la metodologia presentada en este trabajo ofrece las bases de un analisis
Bayesiano completo para datos direccionales. Sin embargo, debe senalarse que la extensién
de este analisis a contextos méas complejos tales como andlisis de regresion puede no resultar

tan directa.
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1. Introduccion

Muchos métodos usuales en Analisis Multivariado de Datos encuentran 6ptimos locales de
los criterios que minimizan. Tal es el caso en clasificacién por particiones, escalamiento
multidimensional, regresion no lineal y conjuntos burdos. Recientemente, muchas heuristicas
de optimizacién han sido propuestas; su finalidad es encontrar éptimos globales en problemas
de optimizacién discreta. Entre estas heuristicas, estdn el sobrecalentamiento simulado (SS),
la busqueda tabi (BT), los algoritmos genéticos (AG), las colonias de hormigas (ACO), y
los enjambres de particulas (PSO).

Muchos autores han tratado de encontrar mejores soluciones a los problemas de Anélisis
Multivariado de Datos utilizando estas heuristicas de optimizaciéon. En la Universidad de
Costa Rica, el equipo PIMAD del Centro de Investigaciéon en Mateméatica Pura y Aplicada
ha abordado distintos problemas: clasificacion numérica, clasificacién binaria, clasificacién
bimodal, escalamiento multidimensional métrico, regresion no lineal, seleccion de variables,

y conjuntos burdos.

2. Problemas de clasificacion

El objetivo de la clasificaciéon automatica (conocida como clustering en inglés) es encontrar
grupos homogéneos de objetos, de tal forma que objetos similares pertenezcan a la misma
clase, y que sea posible distinguir entre objetos que pertenezcan a clases diferentes. En el caso
numérico, se tiene el conjunto de objetos = {xy,...,x,} tal que Vi : x; € IRP, esto es, los

objetos son descritos por p variables numéricas o cuantitativas. El criterio mas ampliamente

1j‘crej os@cariari.ucr.ac.cr
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usado es la minimizacién de la varianza o inercia intraclases:

WP =33 I~ il (1)

k=1 ieCy,

donde K es el nimero (fijado de antemano) de clases, P = (C}, ..., Ck) es la particién que se
busca, y g es el centro de gravedad o vector promedio de C. Debe observarse que el criterio
W satisface la propiedad de monotonicidad: min{W(P) € P;,,} < min{W(P) € P;} donde
P; es el conjunto de todas las particiones de {2 en exactamente k clases no vacias. Esto
significa que no tiene sentido comparar particiones con diferente nimero de clases, y por ello

el nimero de clases es fijado de antemano.

Los métodos cldsicos, como k-medias (bisqueda local) o clasificacién jerarquica (método
voraz) encuentran por lo general minimos locales de W (Diday et al. (1982)). Por lo tanto,
hemos aplicado las heuristicas modernas de optimizacién que se mencionan a continuacion,

buscando la mejoria de los resultados dados por los métodos existentes.

En el caso de datos binarios los objetos x; pertenecen al conjunto {0,1}. El primer problema
es definir un criterio numérico de homogeneidad. Nosotros hemos estudiado (ver Piza et al.
(2000)) las propiedades de varios criterios aditivos del tipo W(P) = Y, §(Cj) donde §(C)

es una medida de homogeneidad de la clase C', y los que brindaron mejores resultados fueron

la suma de las disimilitudes:

Soum (C) = ) d(x,x) (2)

x,x'eC
y la suma ponderada de las disimilitudes:
1
Owsm (C) = 5= d(x,x’). (3)
0] 2,

Estos criterios satisfacen la propiedad de monotonicidad.

En el caso de clasificaciéon bimodal o clasificacién cruzada, sea X = (z;;) una matriz bimodal
(por ejemplo, una tabla de contingencia) con x;; > 0. Se quiere minimizar el criterio de

varianza definido por:
K

WPQ) => Y3 (x—gn)’ (4)

k=1 I=1 i€A j€B,
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donde (P, Q) es una particiéon bimodal (esto es, una particion P = (Ay, ..., Ax) de las filas

y una particién @ = (B, ..., Br) de las columnas de X), y gu = >_ic 4, D jep, Tij-

3. Uso de heuristicas de optimizaciéon

Se define un problema de optimizacién combinatoria como la minimizacion de una funcién
real de costo F', definida sobre un conjunto finito o numerable de estados S. Entre los métodos

mas sencillos de optimizacion combinatoria, estan la buisqueda local y los métodos voraces,

En Trejos et al. (1998) describimos nuestra aplicacién de sobrecalentamiento (recocido) simu-
lado, busqueda tabtu y algoritmos genéticos al problema de clasificaciéon con datos numéricos.
Los primeros dos métodos se basan en la definiciéon de vecindarios, que en este caso se trata
de particiones generadas a partir de la transferencia de un tinico elemento de una clase a
otra. Luego se aplican las heuristicas de manera similar a los planteamientos iniciales de

Kirkpatrick et al. (1983) o Glover et al. (1993), con algunos ajustes y escogencias razonadas

de los pardmetros. En Piza et al. (2000) se describe el uso de las heuristicas en clasificacién
de datos binarios. Las implementaciones del SS y la BT son como en el caso numérico. Para el
AG, la funcién de fitness se define como B(P) = W(Q2) — W (P), y el resto de caracteristicas
del algoritmo son como en el caso numérico. Los resultados para SS y BT fueron excelentes,
y bastante pobres para AG. No es posible hacer una adaptacién del PSO a este caso en vista
de que no se dispone de centro de clases en un espacio numérico. La adaptacion al uso de

ACO atin no se ha hecho. En Trejos y Castillo (2000) describimos el uso de SS, y en Castillo
y Trejos (2002) la aplicacién de BT a este problema.

Son menos conocidas las heursticas de colonias de hormigas (ver Bonabeau et al. (1999)) y
enjambres de particulas (ver Kennedy y Eberhardt (2000)). En ambas se manejan, como en
algoritmos genéticos, conjuntos de agentes. En colonias de hormigas (Trejos et al. (2002)),
estos agentes se asocian a particiones y las buenas soluciones hacen crecer la probabilidad
de asignar objetos a la misma clase. En enjambres de particulas (Trejos et al. (2003)) las
particiones estan asociadas a sus centros de gravedad, que se mueven en el espacio multidi-
mensional con la particularidad de que los agentes—particiones se comunican de acuerdo con

tres principios: inercia, imitacién al mejor agente, y regresion a la mejor posicién encontrada
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anteriormente.

4. Resultados comparativos

Se han llevado a cabo numerosas comparaciones entre los métodos propuestos por los autores
usando las heuristicas de optimizacién aqui descritas, y los métodos clasicos de clasificacién,
tanto con datos reales como simulados. En Trejos et al. (1998) se presentan comparaciones
con tablas de datos reales, siendo el sobrecalentamiento simulado el que obtiene los mejores
resultados. Se llevé a cabo también un experimento exhaustivo para comparar SS, BT y
AG con k-medias y clasificacion jerarquica de Ward. Se generaron tablas con generadores de
nimeros semi-aleatorios, y se llevd a cabo un experimento con 4 factores y dos niveles en
cada uno. Los factores son: el nimero n de individuos; se tomé n = 105 y n = 525, el niimero
K de clases; se tomé K =3 y K =7, la cardinalidad de las clases; se tomé todas las clases
con misma cardinalidad, y una clase mayor que el resto (con aproximadamente el 50 % de
todos los objetos), la varianza de las clases; se tomé todas las clases con igual varianza, y
una clase con el triple de varianza que el resto. En todos los casos las tablas tienen p = 6
variables. Los vectores de medias fueron generados al azar en [0,1]%. Por lo tanto, se tiene
16 casos, y para cada uno se generaron 100 particiones iniciales al azar antes de aplicar los
métodos de particionamiento. En este experimento se puede medir el porcentaje de mala
clasificacion, por la forma en que se construyeron las tablas de datos. En Pacheco (2003) se
pueden consultar los valores de los parametros utilizados en cada heuristica, asi como los
resultados correspondientes; en este caso, el algoritmo genético fue el que brindé los mejores
resultados. En cuanto a los tiempos de ejecucién, el método de k-medias es mucho més réapido
que los demés, y el mas lento es el BT. En promedio este ultimo tardé unos 16 minutos por

corrida, el AG 2 minutos, el SS unos 30 segundos, y el k-medias muy pocos segundos.

En el caso binario, en Piza et al (2000) se presentan resultados que muestran de nuevo la
superioridad del sobrecalentamiento simulado, lo mismo que en Castillo y Trejos (2002) para

el caso bimodal.
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